Columnas líquidas en condiciones de ingravidez : informe final 1979 by Da Riva de la Cavada, Ignacio et al.
- 1 -
COLUMNAS LIQUIDAS EN 
CONDICIONES DE INGRAVIDEZ 
1979 
Informe Final 
Volumen I 
Madrid, Diciembre 1979 
•1 -
COLUMNAS LIQUIDAS EN 
CONDICIONES DE INGRAVIDEZ 
1979 
Informe Final 
Volumen II 
Madrid, Diciembre 1979 
- 1 1 -
EX_PE£jj_NTE_ n_s 3/79 
COLUMNAS LIQUIDAS EN CONDICIONES DE INGRAVIDEZ - 19 7 9 
Convenio de Investigación entre la Comisión Nacio-
nal de Investigación del Espacio (CONIE) y la Universidad ?£ 
litécnica de Madrid (UPM), desarrollado por el Laboratorio 
de Aerodinámica y Mecánica de Fluidos (LAME) de Ja Escuela 
Técnica Superior de Ingenieros Aeronáuticos (ETSIA) durante 
el año 1979. 
Responsable del trabajo ... I. Da-Riva de la Cavada 
Colaboradores 1 - Martínez Herranz 
J. Meseguer Ruiz 
A. Sanz Andrés 
- 1 1 1 -
MEMORIA 
Durante este año de 19 79 se ha continuado en este 
Laboratorio con las investigaciones teóricas y experimentales 
en torno al comportamiento de las zonas líquidas en condicio 
nes de gravedad reducida. 
Cuanto más se profundiza en el estudio, más amplio 
y variado aparece el problema y más claras sus interpelacio-
nes con otras configuraciones de interés aparentemente aje-
nas. Así, aunque pudiera parecer a primera vista que el di se 
ño y puesta a. punto de un medidor de tensión superficial se 
sale un poco de un programa, de investigaciones sobre el com-
portamiento de las zonas líquidas flotantes, se ha dedicado 
un esfuerzo considerable a este fin, por estimarse que la me 
dición i. n s i t u , no intrusiva, de las propiedades del líquido 
de trabajo es de la mayor importancia, sobre todo en relación 
a sus futuras aplicaciones. 
Nuestra participación en certámenes internacionales 
>• e r • 
quedo patente en el 3"' Symposium Europeo de Ciencia de los 
Materiales en el Espacio, celebrado en (írenoble del 24 al 27 
de Abril, donde presentamos el trabajo "Floating Zone Stabil-
ity" por i. Da Riva e I. Martínez, publicado en "Materials 
Science in Space", ESA SP-142. 
En Mayo tomamos parte en la reunión de investigado-
res, astronautas y constructores del Módulo de Física de Flui. 
dos, celebrada en Turín del 9 al 11 de ese mes, con motivo 
del entrenamiento del personal con el recientemente termina-
do Modelo de Ingeniería de dicho aparato. 
En otro orden de actividades, desearíamos resaltar 
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las fructíferas relaciones mantenidas con el Instituto Nació 
nal de Técnica Aerospacial, que ha facilitado equipo especial 
para cinematografía a alta velocidad usado para la filmación 
(a 5ÜÜÜ imágenes por segundo) de la salida de chorros submi-
limétricos, lo cual sería imposible fuera del ámbito de esta 
valiosa colaboración. 
Por ultimo, mencionaremos el gran impulso que han 
recibido los estudios de simulación analítica y numérica del 
comportamiento de zonas flotantes, y presentación gráfica de 
resultados en pantalla, al disponer, por fin, de los nuevos 
equipos de cómputo de gráficos. 
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PREVISIONCS 
Las numerosas aplicaciones de la zona flotante, en 
tre las que cabe citar la formación de cristales ultrapuros 
de grandes dimensiones de materiales semiconductores de uti-
lización en la industria electrónica de vanguardia, así como 
la contribución que su estudio aporta a tan importante área 
de la física como es la de los fenómenos de superficie, ase-
guran un futuro prometedor a estos trabajos y justifican so-
bradamente el esfuerzo dedicado. 
S igu i endo la i í nea de contactos c i ent í f i eos int er-
nacionales que tantos beneficios aporta a una investigación 
cooperativa como es esta, nos hemos propuesto, con la ayuda 
de la Universidad Politécnica de Madrid y de la Comisión Na-
cional de Investigación del Espacio, organizar una reunión 
en Madrid los días 27 y 28 de Marzo de 1980. 
Esta reunión tiene por objeto la revisión del esta 
do actual del equipo y los experimentos, el estudio de las 
perspectivas futuras y el intercambio de conocimientos entre 
los científicos y técnicos participantes, para lo cual se or 
ganizarán conferencias y coloquios de mañana y tarde durante 
los dos días que dure la reunión, así como sesiones de demos_ 
tración práctica en este Laboratorio. En particular, se tra-
tarán los temas siguientes: 
— Revisión y actualización del contenido científi-
co de los experimentos a realizar en la Primera 
Misión del Spacelab, a la luz del trabajo en tie 
rra llevado a cabo hasta la fecha y las disponi-
bilidades reales en tiempo, potencia, masa y ca-
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racterísticas del equipo. 
— Análisis del estado actual y la evolución futura 
del Modulo de Física de Fluidos, incluyendo los 
ensayos de aceptación y de simulación de actua-
ci ones. 
— Estudio de las nuevas propuestas europeas de in-
vestigación y del desarrollo futuro del programa 
de cooperación. 
— Entrenamiento de los astronautas operadores de 
vuelo en las particularidades del experimento es 
paño 1. 
El programa de trabajo para 19 80 continúa, por una. 
parte, con la extensión de las investigaciones a nuevas áreas 
de estudio y, por otra, con la ampliación de áreas ya trata-
das anteriormente, según se resume en los puntos siguientes: 
— Estudio de la etapa de inyección para la forma-
ción de la zona líquida tlotante: influencia del 
mojado. 
— Efectos de segundo orden en la región del borde 
de una zona cilindrica puesta bruscamente en ro-
tación . 
— Perturbaciones debidas al chorro de llenado de 
la zona: disipación de la cantidad de movimiento. 
— Ensayos de referencia en tierra, utilizando el MCD 
dulo de Física de Fluidos: inyección, visualiza-
ción de contorno y trazadores. 
Es de señalar que. el programa incluye la experimen 
tación con zonas microscópicas (como única forma de minimi-
- v n -
zar los efectos gravitatorios en ensayos dinámicos), lo que 
supone un considerable esfuerzo de puesta a punto de las ins_ 
lalaciones de precisión requeridas. 
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1
' ESTABILIDAD DE LAS ZONAS CILINDRICAS CON BORDES LIBRES 
1.1. INTRODUCCIÓN 
Como es sabido, e.'l límite de estabilidad de una z£ 
na líquida flotante de forma cilindrica, mantenida entre dos 
placas paralelas [l] viene dada por: 
L = l D ( 1 ) 
max l 
(siendo D el diámetro de la zona) y representa una drástica 
reducción respecto al caso de bordes anclados, ya que la Ion 
gitud máxima aloanzable es sólo la mitad que en ese caso. Pe_ 
se a la sencillez de] análisis teórico que conduce a (1), 
no ha si do pos i b1e comprobar exper iment a1men t e es t e resu11a-
do, debido por una parte a ia dificultad de encontrar una pa 
reja líquido-sólido con ángulo de contacto de 9Ü° y por otra 
parte, por la inestabilidad intrínseca de las zonas con bor-
des libres, que impide un manejo controlado de la columna lí 
q u i d a . 
Para salvar esta d i f i c u l t a d se ha p r o p u e s t o el e s -
quema siguiente: las placas soporte se sustituyen por super-
ficies cónicas de revolución con un ángulo tal que se adapte 
al valor del ángulo de contacto del líquido con el material, 
de manera a conseguir en todo momento una superficie libre 
cilindrica tal como se muestra en la Fig. 1. 
El problema que se plantea es el de determinar la 
longitud máxima estable para esta nueva configuración y la 
influencia que sobre ella tendrá la superposición de una ve-
locidad angular constante, fü. 
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/ 
Fig 
Gas 
Líquido 
a) 
1 
1. Esquemas de zonas cilindricas con bordes libres: 
a) soportes planos (zona no estabilizada); b) so-
portes cónicos (zona estabilizada). 
1.2. PLANTEAMIENTO MATEMÁTICO 
Sea una zona flotante con bordes libres mantenida 
entre dos superficies cónicas como se aprecia en la Fig. 2, 
que introduce la notación utilizada. 
Fig. 2. Nomenclatura utilizada 
El problema físico queda definido por ios valores 
L, V, 6 correspondientes a la longitud de la superficie libre, 
el volumen de líquido y el ángulo de contacto solido-líquido-
— o a s . 
Para e s t u d i a r la e s t a b i l i d a d de e s t a c o n f i g u r a c i ó n 
en un caso general utilizamos un método variacional, minimi-
zando la energía manteniendo constante el volumen; es decir: 
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-U = Mínima 
V = Cons tante 
(2) 
(3) 
siendo T la energía cinética debida, a una posible rotación 
como sólido rígido (nótese que aquí sí tiene sentido conside 
rar este movimiento, que en el caso de soportes planos (Fig. 
1.a) era siempre inestable); se tendrá pues 
1 ? 
T = -± p ü 
3 
r" d r d <j> d z , (4) 
siendo V el dominio fluido. La energía potencial U en ausen-
cia de campos externos correspondería aquí a la suma de dos 
energías superficiales: la energía proporcional a la superfi 
cié libre y la energía proporcional a la superficie mojada, 
que no aparecía en el caso de bordes anclados por ser constan 
te la superficie mojada (tampoco aparecía en el caso de bor-
des libres con ángulo de contacto 0=90° ya que esta energía 
depende? del ángulo de contacto y es nula para 90°). En efec-
to, el equilibrio de tensiones superficiales en la línea de 
contacto triple (Fig. 3) es (ley de Young): 
Y = Y + a eos 0 
s g s 1 (5) 
Q'UIDO 
SOLIDO 
Fig. 3. Equilibrio de tensiones superficiales 
en la línea de contacto triple. 
La energía superficial en una configuración cual-
quiera sería 
U = al., ., +Y £ +Y ,£ 
libre sg seca si mojada 
(6) 
y por tanto, el exceso de energía superficial respecto a una 
s i t u a c .i ó n d e r e f e r e n c i a s e r á 
U = o r \ | l + ft +r 2 d é d z - c o s 9 I . , y V ( r ' z r mo jada 
L1ibre 
(7) 
donde el área mojada, Z .
 n , vendrá dada por 
m o j a d a 
Z 1 
m o j a d a s e n ! r d r dé + i
1
 d r de 
® 
( 8 ) 
estando las integrales extendidas a la proyección del área mo 
jada sobre un plano perpendicular al eje de los conos. 
Por otra parte, el volumen será simplemente 
V r dr dé dz (9) 
y La función de Lagrange que. habrá que minimizar será, según 
(2) y (3): 
L = T - U + A V (10) 
C orno e s s a bi do , la con di c i ó n d e e x t re mo 
6 L = ü (11 ) 
suministra las formas de equilibrio, y la condición de míni-
mo 
5Z L > ü (1?) 
tableeería la estabilidad de dicho equilibrio. 
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1.3. PERTU RBACI ONE S AXILS1. METRI CAS 
Estudiaremos aquí el caso particular de la estabi-
lidad trente a perturbaciones axi. Isi métricas de una zona de 
diámetro D, longitud L y volumen V, que cumplirán la relación 
V = ^  L - —ü^--- (13) 
14 12 tg 9 K1¿) 
En este caso de simetría axial, es más sencillo utilizar di-
rectamente la ecuación de Laplace, que en forma adimensional 
+ üJ?r2 + p = Ü (14) 
(1+r'2) 3/ 2
 r ( 1 + r-2)1/2 
como condición de equilibrio mecánico en la superficie libre 
• + A u , • - i - i n \ / p £ 2 2 D 3 Las longitudes se han ad ímensionalizado con D, to= \/r— -x es 
la velocidad angular de rotación, y p=—-————D es la dife-
rencia de presión en el eje de la zona respecto a la atmosie 
ra exterior. 
Para analizar1 la estabilidad supondremos que la su 
perficie perturbada será (análisis lineal): 
r(z) = | [l + e q(z)] , £<<! (15) 
Sustituyendo en (14) y tinea!izando se obtiene la condición 
de equilibrio en la perturbación 
n" + (4+co2)n+P1 = U (16) 
cuya solución general es de la forma 
n = Acos2kz + Bsen2kz + C (17) 
s i endo k =Vl +ÜJ 2 / 4 . 
Los parámetros que definen una solución particular 
Fig. 1 . Zona deformada 
on z , z , A, B, C y las ecuaciones de ligadura: 
Adherencla 
A c o s k l ( l + e z ) + B s e n k l ( l + e z )+C 
+ + 
t g 6 
2 z
 + 
+ C = 1EÍ A c o s k K l + e z _ ) - B s e n k l ( l + e z _ ) C = -y- z 
— Á n g u l o de c o n t a c t o 
• 2 A s e n k l ( l + e z ) + 2 B c o s k 1 ( 1 + e z ) = Ü 
+ + 
2Asenkl(l+EZ )+2Bcoski(1+ez ) = 0 
(18) 
(19) 
(20) 
(21) 
Volumen 
A 
2 (senkl(1+ez )+senkl(l+ez_)) 
2 (coskl(l+ez )-coskl(l+ez_))+Cl = 0 (22) 
S i mp1 i 
a al sistema: 
loando las ecuaciones (18) a la (22) se 11 
Acoskl + Bsenkl + C = Í|^ z
 + 
Acoskl-Bsenkl + C = Í|^ z 
(23) 
(24) 
-8-
-Asenkl+Bcoskl = Ü (25) 
Asenkl+Bcoskl = Ü (26) 
Asenkl+Cl = 0 (27) 
cuyas soluciones distintas de la trivial van siendo 
kl = y => A = Ü, B = Í|^ z 
z = indeterminado, 
C = ü , 
z = indeterminado, z =- z 
kl = u => A = - Í|^- z , B = Ü , C = Ü , 
(28) 
(29) 
y así sucesivamente. Como se aprecia en (28) y (29) se trata 
de las roturas asimétrica (kl = rr/2) y simétrica (kl=TT) repre-
sentadas en la Fig. 5. 
Fig. 5. Modos de rotura de la zona flotante: a) asimétri-
co; b) simétrico. En general, la rotura será asi-
métrica pues corresponde a la primera inestabili-
dad que aparece. 
1.4. CONCLUSIONES 
Según se desprende del desarrollo realizado, la in 
fluencia del ángulo de contacto 0 (que es igual al semiángu-
lo del cono) es despreciable en el estudio de la estabilidad 
de la zona frente a perturbaciones axiisimétricas, dando lu-
-9-
gar únicamente a un ligero desplazamiento axial del líquido 
respecto a la solución conocida de placas planas paralelas. 
Respecto a la influencia del ángulo de contacto so 
bre la estabilidad frente a perturbaciones no axilsimetricas, 
se está estudiando el efecto de la velocidad angular, pero 
se puede aventurar que no vayan a aparecer tampoco diferen-
cias respecto al análisis que se hizo del caso 8=90° excepto, 
claro está, el hecho en sí de que en este caso sí será facti 
ble la experimentación al ser estable la configuración en r<p_ 
tacion sólida. 
Una conclusión importante que se desprende de este 
análisis es el hecho de que la estabilidad de una zona eilín 
drica no dependerá de la geometría del soporte, lo cual es 
de interés a la hora de las aplicaciones, pues resultará que, 
supuesto que la superficie libre del líquido sea cilindrica, 
la estabilidad de las zonas fundidas (como las usadas en el 
crecimiento y purificación de cristales) será independiente 
de la forma de los frentes de fusión y de solidificación. 
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n n — 
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-12-
f , Error sistemático en las medidas de las frecucn-
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pwz
 2 
p , Presión capilar reducida ad imens ionalizada con *-—=- . 
•• a •
 k z 
s, Coeficiente adimensional de tensión superficial re-
q • q -1 - -A a k 3 
ducidd liquido-gas, s = — —^ . 
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Vk 
V, V e l o c i d a d a d i m e n s i o n a l , V = — . 
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.torma T -^-j • 
Y , Aceleración forzada, adimensional1zada con 
o k 
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6, 
e , 
5o' 
A, 
A., 
P , 
a, 
Ángulo formado por la normal a la superficie del lí 
quido y la vertical. 
Desviación del primer valor característico de las 
soluciones pares de período TT de la ecuación de ¡1a-
b 2 
thieu, e-!--—• . 
Desplazamiento vertical de la. superficie del líqui-
do, adimensionalizada con k -1 
Variable independiente en la ec. (27), definida co-
T 
mo 6 : 2 
L o n g i t u d , de o n d a , ¡jrij . 
Longitud de onda de la imagen observada de las on-
d a s c a p i lares, \ja] . 
V i s c o s i d a d c i n e m á t i c a d e l l í q u i d o , [m . s ~] . 
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[N.nT1] . 
T i empo ad imen s i on a .1 , T = OJ t . 
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k2 
P u l s a c i ó n , a) = 2iTf, [s ] • 
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2
• MEDIDA DE LA TENSIÓN SUPERFICIAL DE LÍQUIDOS POR EL METO-
DO DE LAS ONDAS CAPILARES 
2.1. INTRODUCCIÓN 
Cuando por alguna perturbación la superficie de un 
líquido se deforma desplazándose de su posición de equili-
brio, surgen acciones que tienden a restablecer la posición 
de equilibrio. En electo, debido al aumento de área asociado 
a la deformación aparecen fuerzas que tienden a reducir el 
exceso de energía superficial; las partículas de la superfi-
cie son forzadas a regresar a la posición de equilibrio, aun 
que, debido a efectos inerclales, rebasan dicha posición de-
formándose la superficie en sentido contrario, la oscilación 
se repite hasta que, debido a la viscosidad, se disipa la 
energía c omu n i c ada. 
Así, tras una perturbación aparecen ondas en la su 
períicie del líquido que se llaman capilares cuando la ten-
sión superficial es la causa principal de la aparición de las 
ondas y gravitatorias cuando la gravedad es la fuerza restau 
radora dominante. El fenómeno de las ondas capilares es la 
base del método para la medida de la tensión superficial de-
nominado, precisamente, de las ondas capilares: se provoca 
una perturbación que genere este tipo de ondas midiéndose las 
características de las mismas (frecuencia y longitud de onda) 
y, con las relaciones adecuadas, se calcula el valor de la 
tensión superficial con una precisión superior a la obtenida 
por otros métodos |_ü \\ . 
Las ondas capilares fueron ya analizadas por Fara-
day en el primer cuarto del siglo XIX (la teoría de olas es 
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una de las partes mejor desarrolladas de la hidrodinámica), 
pudiéndose encontrar amplia información en la literatura so-
bre la teoría tridimensional de las ondas capilares ( [o l] , 
[ü 2J , [0 3J ) y sobre ensayos realizados para medir la tensión 
superficial basados en este método ( [o 2] , O)1*], [0 b] ) . 
En el apartado siguiente se examina la teoría tri-
dimensional de las ondas superficiales en un líquido ideal 
en el que la disipación de energía debida a la viscosidad es 
despreciable. Se supone que debido a una perturbación forza-
da aparecen ondas en la superficie del líquido, analizándose 
la situación en la que la longitud de onda es pequeña compa-
rada con la profundidad del líquido (estas ondas se llaman 
superficiales en contraposición a las ondas longitudinales 
en las que la longitud de onda es considerablemente mayor 
que la profundidad del líquido). 
Posteriormente se discute la forma de visualiza-
ción; la instalación utilizada y el método de trabajo se de_s_ 
criben a continuación, y por último se presentan y analizan 
los resultados obtenidos. 
2.2. MODELO MATEMÁTICO 
Sea una cierta masa de líquido contenida en un re-
cipiente paralelepipédico de forma que, en reposo, la profun 
didad def líquido sea constante, [jas ecuaciones que definen 
el movimiento no estacionario del líquido son: 
V • V = Ü , ( 1) 
l-l + V VV =- - VP + vAV + g , (2) 
3t P 3 5 
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junto con las condiciones iniciales y de contorno que se es-
pecificarán posteriormente. Estas ecuaciones, (1) y (2), ad-
miten una notable simplificación en el caso del movimiento 
de ondas superficiales; si es a la amplitud, £ la frecuencia 
y X la longitud de onda de las mismas, será: 
j^^af , ( 3) 
V-VV ^ a2 í2 X'1 , (4) 
vAV M a í T 2 , (5) 
consecuentemente, el termino viscoso podrá omitirse en (2) si 
|~>>vAV , (6) 
o bien 
í^->> 1 . (7) 
v 
Como se verá más tarde, A disminuye cuando f aumeii 
ta. La relación (7) indica, sin embargo, que los términos 
viscosos pueden omitirse en (2) cuando la longitud de onda 
es suficientemente grande, por ejemplo en los ensayos reali-
2 3 • • 
zados con agua fX /v es del orden de 10 , lo que "justifica 
la mencionada supresión. 
Si además sólo consideramos la situación en la que 
la amplitud es mucho menor que la longitud de onda: 
| < < 1 , ( 8) 
el término inereial convectivo será despreciable en (2) pues, 
evi den temente , ( 8 ) es equi, valente a 
~ > > V - V V . (9) 
-1 7 -
En resumen, tomando los inversos del número de on-
- 1 -
d a , k=2iTÁ , y de l a p u l s a c i ó n , CO = 2TTÍ', como d i s t a n c i a y t i e m 
po característicos, las ecuaciones (1) y (2), con las simpli^ 
ficaciones indicadas anteriormente, se reducen a 
V • v = ü , (10) 
f^=-vP + r , di) 
indicando ahora el operador V derivada respecto a las coorde 
nadas espaciales adimensionalizadas y siendo Y la aceleración 
de la gravedad adimensionali. zada con co^ k: 
Supongamos que se somete al conjunto líquido-reci-
piente a una aceleración periódica vertical de frecuencia f. 
Si tomamos unos ejes ligados al recipiente tal como se indi-
ca en la figura 1, las ecuaciones del movimiento en esos ejes 
son las mismas (10) y (11) sin más que considerar que el tér 
mino "Y en (11) será ahora (Y-Y eos i)k. Bajo estas circuns-
o 
Fig. 1. Geometría y sistema de coordenadas (a la derecha, 
los valores adimensionalizados correspondientes). 
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tancias el movimiento es potencial, es decir 
v = Vc}> (12) 
debiendo satisfacer la función <J> la ecuación de Laplace: 
A* = 0 (13) 
consecuencia de sustituir (12) en (10). La ecuación (11) qu£ 
dará 
v|£=-Vp-(Y-Y COST)I< , (li+) 
dT o 
que integrada resulta: 
p =-f£- ^ -YQ eos T)C . (15) 
Para resolver la ecuación (13) ensayaremos solucio 
nes de la forma.: 
cj) = Z(£) (eos? + cosn)T(x) . (16) 
Quizá quepa preguntarse, a la vista de (16), si es 
acertado o no suponer que los trenes de ondas según £, y r¡ in_ 
cluídos en la expresión de § tienen la misma longitud de on-
da. Una forma intuitiva de comprobar que A es la misma para 
ambos trenes es considerar que las ondas son la superposición 
de las ondas que se formarían si oscilaran cada uno de los 
lados del recipiente aisladamente. La. longitud de. onda depen 
de únicamente de las propiedades del fluido y de la frecuen-
cia de la perturbación y es independiente de la esbeltez de 
la forma en planta del recipiente. Así, A no tiene por que ser 
un divisor exacto de. las longitudes de los lados del recipien 
te, ya que la ecuación (16) deja de ser válida cerca de los 
lados del recipiente donde la superficie del líquido no es 
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horizontal (ni aún en reposo) existiendo cerca de los lados 
una zona de acomodación. 
Sustituyendo (16) en (13) resulta la siguiente ecua 
ción para Z: 
q2r/ 
1-4 - Z = ü 
dr/ 
(17) 
cuya s o l u c i ó n es d e l t i p o 
Z = c e + c e ( 1 8 ) 
Como la velocidad vertical ha de ser nula cuando £->-d, queda 
rá 
<)) = A ch(5 + d) (eos £ + eos n)T(T) , (19) 
y T se calcula de forma que se cumpla la condición de contor 
no en la superficie libre: 
p + p a = 0 , (20) 
donde p es la presión capilar adimensional. 
Llamando t; (£,n,T) al desplazamiento vertical de 
las partículas de la superficie del líquido respecto a la po_ 
sición de equilibrio (5=0), la velocidad vertical de un pun-
to de la superficie será: 
£ = C 
^o o dg
 + ^o dn 
8T "8£ dT 9n di (21) 
si la amplitud es pequeña (recuérdese (8)) el segundo y ter-
cer términos del segundo miembro de (21) son infinitésimos 
de segundo orden; por otra parte el error cometido al impo-
ner (21) en 1,-1) en vez de z, = Z también es un infinitésimo de 
segundo orden; por tanto, en primera aproximación, la ecua-
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ción (21) resulta: 
H o _ 9(0 
9 T 3C (22) 
£ = 0 
que permite calcular la forma de la superficie libre: 
C = A sh d (eos £ + eos n) J T(r)di , (23) 
volviendo a la ecuación (20), teniendo en cuenta (15) y que 
2 2 
de, 3 c 
• 2.
 + °) 
2 2 ' 
3? 3íl 
quedará 
3T 
(24) 
2 2 3 \ 3 C 
-(Y-Y C O S T ) Í +s( ^ + ^) = 0 , (25) 
C=0 ° 3C 3n 
y sustituyendo <j) y £ según las expresiones (19) y (2 3) re-
sulta la siguiente ecuación para T ( T ) : 
dT 
- + (s + Y-Y cosí) f TdT = 0 
T O ' 
(26) 
habiéndose tomado th d - 1 , pues al ser la profundidad del lí^  
quido mucho mayor que la longitud de onda será d>>l. 
Tomando K = /Tdi como función y 9 4 como variable 
independiente, la ecuación (26) se transforma en 
djK 
d0 2 
+ 4(S+Y-Y eos 29)K = 0 (27) 
que es la llamada ecuación de Mathieu, ampliamente tratada 
en la literatura ([ü6], [ü 7] ) . Dada la naturaleza del pro-
blema buscamos para K soluciones periódicas no amortiguadas 
de período TT , es decir: 
K = V B0 sen 2m6 , 2m 
(28) 
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o bien: 
K = V -A eos 2m6 
L
- ) m ' 2
(29) 
soluciones que sólo tienen lugar para ciertos valores del pa 
rámetro 4(s+Y) llamados valores característicos o permitidos. 
Hace falta, además, un criterio de conservación pa 
ra dilucidar cuál de los dos tipos de solución, (28) ó (29), 
es la correcta. Este criterio puede ser que el valor medio 
de la amplitud de las ondas ha de ser nulo en cualquier pun-
to (£ , n ) de la superficie del líquido: 
• o o r 
2TT 
2TT 
' O 
T, (? , TI , T ) ClT ^ 
O O O 
K(G)d6 = 0 
lo que obviamente, sólo es posible con soluciones del tipo 
de la expresión (28). 
El primer valor característico, b , de la ecuación 
(27) cuando se imponen soluciones del tipo (28) es aproxima-
damente 4 en el intervalo de valores de Y utilizado en los 
o 
ensayos (correspondiendo el valor 4 a Y =0, es decir, cuando 
no existe aceleración impuesta), lo que significa, en prime-
ra aproximación: 
s+Y = 1 (3Ü) 
o , en v a r i a b l e s f í s i c a s 
2fL£+ .__£__ 
, 3 2TTA pA 
( 3 1 ) 
y si la longitud de onda es suficientemente pequeña, el tér-
mino dependiente de la gravedad será despreciable frente al 
de tensión superficial, quedando 
1 ,3 r2 
o = ^ f P A f (32) 
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que coincide con la expresión calculada por Lord Rayleigh y 
otros usando teoría bidimensional ( [ü ij , [0 2] , [ü 3] ) . 
En nuestro caso, teniendo en cuenta que el primer 
valor característico no vale exactamente 4-, la equivalente a 
la ecuación (30) seria 
b„ 
s+Y = — = 1-e (33) 
En la figura 2 se ha representado e en función de 
Y , en dicha figura se ha representado también la banda de 
o 
valores de Y correspondientes a los ensayos. Consecuentemen 
te, si para valores pequeños de X está justificado despre-
ciar Y frente a s también lo estará despreciar e frente a 1 
quedando la expresión (3 3) reducida a: 
s = 1 (34) 
que, en variables físicas, coincide con la ecuación (32) 
Fig. 2. Variación de £ , definido en la ecuación (33), con 
la aceleración forzada adimensional Y . La banda 
rayada corresponde a los valores de la gravedad 
adimensional en los ensayos. 
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En resumen, el movimiento oscilatorio del conjunto 
líquido-recipiente ocasiona la formación de ondas capilares 
en la superficie del líquido; eligiendo adecuadamente la fre 
cuencia de la oscilación para que la longitud de onda sea su 
ficientemente pequeña son dominantes los efectos de tensión 
superficial frente a los gravitatorios y en tal caso es pos i 
ble obtener una relación sencilla entre A, f y a. En otras 
palabras, lijada una frecuencia de excitación bastará con me 
dir la longitud de onda de las olas superficiales para deter 
minar, de acuerdo con la expresión (32), la tensión superfi-
cial del líquido en ensayo. 
2
•
3
• VTSUALIZACION DE LAS ONDAS 
Establecida la relación entre frecuencia, longitud 
de onda y tensión superficial, el problema estriba ahora en 
determinar el valor de la longitud de onda mediante un experi^ 
mentó con la mayor precisión posible. Como se explicará pos-
teriormente con más detalle, la longitud de onda se ha deter 
minado contando el número de ondas superficiales comprendidas 
entre dos marcas fijas en el recipiente vibrante. En conse-
cuencia interesa que el modo de visualización permita obtener 
imágenes nítidas y fácilmente interpretables. En lo que sigue 
supondremos que la imagen se registra fotográficamente. 
Una vez puesto en vibración el conjunto líquido-res 
cipíente, en la superficie del líquido se forman dos trenes 
de ondas estacionarias perpendiculares entre si y paralelas 
a los lados del recipiente como se esquematiza en la figura 
3, donde las líneas gruesas representan las crestas de las 
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ondas y las finas los valles en el instante en que las ondas 
tienen la máxima amplitud; en ese instante, donde dos líneas 
gruesas- se unen habrá un máximo absoluto, y un mínimo absolu 
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Fig. 3. Esquema de la superficie del líquido en un 
instante de máxima amplitud. 
— — — crestas de las ondas 
valles 
líneas nodales 
to en los puntos de intersección de las líneas finas; las lí_ 
neas a trazos representan líneas nodales (obviamente pasan 
por los puntos de unión de líneas finas y gruesas). Un cuar-
to de período después del instante considerado la superficie 
será plana y al siguiente cuarto de período la situación se 
habrá invertido, ocupando ahora los valles las zonas que an-
teriormente ocupaban las crestas y viceversa. En la figura 4-
se muestra un modelo tridimensional de la superficie del lí-
quido; en el modelo están muy ampliadas las distancias vertí 
cal es. 
Puede par e c e r qu e 1o d e s e a b1e s e ría f o t o gra fiar 
desde una dirección perpendicular' a la superficie del líqui-
do en reposo. Desde esta posición (utilizando una técnica de 
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Fig. 1. Maqueta tridimensional de la superficie del 
líquido. 
iluminación estroboscopios como se explicará en el apartado 
siguiente) la imagen sería una cuadrícula de lado A con zonas 
claras y oscuras correspondientes a valles y crestas; esta 
disposición, sin embargo, presenta ciertas dificultades -por 
ejemplo, la imposibilidad de colocar cámara y focos en una 
misma vertical- y además, como se comprobó experimentalmente, 
se pueden obtener mejores imágenes fotografiando desde una 
dirección no perpendicular1 a la superficie del líquido en re 
poso . 
Supongamos que la amplitud de las ondas es constan, 
te a lo largo de la superficie y que la cámara fotográfica y 
la fuente de iluminación están a una altura h, adimensionali_ 
zada con X, muy grande de la superficie del líquido (h>>l); 
supongamos también que colocamos delante de la fuente de ilu 
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mínación una pantalla opaca con una ranura y que la cámara 
fotográfica posee un diafragma "bidimensional", estando dis-
puestos diafragma y ranura paralelos entre si y paralelos am 
bos a la superficie del líquido en reposo; en estas condicÍ£ 
nes la imagen de la ranura se formará sobre el agua a lo lar 
go de una línea recta (que llamaremos línea base), precisa-
mente en aquellos puntos donde los rayos incidente y refleje! 
do formen con la normal local un ángulo i = are t ? r , tal co 
<=
 0
 to
 h — 
mo se indica en la figura 5. Si la superficie está deformada 
Fig. 5. Imagen de la ranura sobre la superficie del 
líquido en reposo, i -are tg (1/h) , donde 21 
es la distancia adimensional entre ranura y 
diafragma y h la altura adimensional sobre 
la superficie del líquido. 
y analizamos lo que ocurre en un plano perpendicular a la. ra 
nura -que será también perpendicular a la "ranura" del dia-
fragma y a la superficie del líquido en reposo- la imagen pue 
de formarse en más de un punto de la superficie tal como se 
muestra en la figura 6, y lo mismo ocurrirá en planos parale 
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los al considerado. En consecuencia, el lugar geométrico de 
estos puntos al considerar los diversos planos nos dará la 
imagen de la ranura sobre la superficie. Se ha de tener en 
Fig. 6. Imagen de la ranura sobre la superficie 
deformada del líquido. 
cuenta, además, que la línea intersección de la superficie 
con planos perpendiculares al anterior (paralelos a la ranu-
ra) no es una recta; debido pues a que en esta dirección el 
ángulo de reflexión varía de un punto a otro, la línea imagen 
aparecerá con intensidad variable (figura 7). 
Fig. 7. Variación de la intensidad luminosa de la ima-
gen sobre la superficie deformada. 
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Según la expresión (23), la ecuación de la superfi-
cie en el instante considerado es: 
r, =a(cosí; + cosn) , (35) 
definimos un nuevo s.istema de ejes (figura 8) de forma que el 
eje H sea paralelo a la línea base, será: 
K - 5 - 1f tg a 
n - 5 tg a + H 
(36) 
Nótese que a es el ángulo formado por un lado del 
recipiente y la imagen de la ranura sobre la superficie no de 
formada (línea base) y que, para cada valor de a, los nuevos 
ejes se obtienen de los primitivos mediante un giro y una di_ 
Fíg. 8. Definición de los ejes 5,11. 
lalación de coordenadas proporcional a 1/cosa. En el nuevo 
sistema de ejes la ecuación de la superficie será: 
C =a[cos(S-Htga)+cos(» tgo + H)] , (37) 
en estos ejes, fijadas las posiciones de la ranura y el di. a 
fragma (que serán paralelos al eje 5 ) , la imagen de la línea, 
base será una cierta línea de ecuación 11 = 11 . Supongamos que 
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la superficie está deformada y consideremos un plano tal que 
una de las reflexiones ocurre precisamente en 11=11 (punto de 
o c 
tangente horizontal). Vamos a analizar si la imagen puede lor 
marse también en algún punto próximo; esto ocurrirá -en prime 
ra aproximación- si un par de rayos (incidente y reflejado) 
que forman con los iniciales un ángulo 5<<1 se reflejan en un 
punto donde la normal local forma con la vertical un ángulo Ó 
(figura 9 ) , es decir, donde el ángulo entre la tangente a la 
Fig. 9. Formación de la imagen sobre la super-
ficie deformada. 
curva y la horizontal valga ó: 
T # „ =- tg 6 , (38) 
5-cte 
donde tgó, según la figura 9, vendrá dado por la ecuación: 
l+tg2i U-U 
,_!__
 t g 6 = _ ^ ° (39) 
1-tg i0-tg & B h 
que con la hipótesis anterior (<5<<1), y siempre que i no ten. 
ga un valor próximo a TT/2, se reduce a: 
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11-11
 1 
t g fi = - _ _ ° _ , ( Í 4 Ü ) 
n
 1 + tg i 
por tanto, la ecuación (38) al considerar cualquier plano 
S-cte, quedará: 
3C 11-11 1 
o o . , „ . 
-W=--~YT7—2— > ( 4 1 ) i+tg io 
que junto con la ecuación de la superficie (37) dará la cur-
va imagen; la expresión se simplifica notablemente si se con 
sidera como imagen la proyección de dicha curva sobre el pla_ 
no C=Ü, lo que sólo está justificado si la amplitud de las 
ondas es mucho menor que su longitud de onda (recuérdese la 
expresión (8)); en tal caso la ecuación de la imagen será: 
3C 11-11 
o 
311 
2 - X~ , ( 4 2 ) 
í =0 h l + t g 2 i 
'o o 
Antes de seguir conviene hacer algunas puntualiza-
ciones. En primer lugar, el razonamiento seguido para obtener 
la expresión (42) deja indeterminado el origen, 5 , de la ima_ 
gen, lo que carece de importancia dado que sólo estamos inte_ 
resados en la forma de la imagen y el origen se puede elegir 
arbi trariamerite . 
En segundo lugar, no se ha considerado la otra com 
ponente del gradiente de la superficie, 9 L, /35, para la obten 
ción de la imagen; considerar esta componente, como se razo-
nó anteriormente, no modifica la forma de la imagen, únicamen_ 
te la intensidad luminosa a lo largo de la misma. 
El tercer punto se refiere ad paralelismo asociado 
a un diafragma bidimensi onal. EJ. diafragma de una cámara po-
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dría idealizarse por un punto, pero no por una recta; asi 
pues, la solución obtenida se irá diferenciando de la imagen 
observada conforme nos alejamos del plano perpendicular a la 
ranura que contiene al diafragma. Sin embargo, la deformación 
en la imagen observada se debe más al hecho de que la ampli-
tud de las ondas no es constante (máxima en los bordes del 
recipiente y mínima en el centro) que a la falta de parale-
lismo . 
En resumen, la ecuación de la imagen será: 
ii-ir
 1 
t g a s e n (5 - U t g a ) - s e n (5 t g a + 11) = (43) 
a h
 1 + tg 2 i o 
La imagen sólo será periódica cuando los ejes (y 
por tanto la línea base) vuelvan a pasar por puntos de carao, 
terísticas similares al origen, es decir, cuando tga=n/m 
siendo n y m números enteros; si n y m son los menores ente-
ros que representan dicha fracción y X. la longitud de onda 
de la imagen, la longitud de onda real de las ondas capila-
res será: 
A = A . ( n 2 + m 2 r 1 / 2 = ^ ( l + t g 2 * ) " 1 / 2 = ^-¿ . ( 4 4 ) 
Existen dos casos extremos. Si fuese a = 0 (línea ba_ 
se paralela a uno de los lados del recipiente) la ecuación 
( 43 ) se reduce a 
n-n ^ 
sen n = — — , (45) 
a h
 1+tg i 
o 
y la imagen será una o varias líneas rectas (n = cte) de inten_ 
sidad variable. Esta es la posición más desfavorable para la 
vi suali zación. 
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Cuando a-45o la ecuación de la imagen queda 
11-11 
- - are eos 
1 
2ah sen U l+tg¿i 
(46) 
y Á-A.//2, siendo este el valor de a para el que A. es míni-
ma. Este caso corresponde a la posición más tavorable para la 
visualización. 
En las páginas siguientes se muestran algunas de 
las imágenes obtenidas mediante la expresión (46) para distin 
tos valores del parámetro H (B>2ah(1 + tg " i )) y varias posicÍ£ 
nes de la línea base. El análisis de las imágenes se puede 
abordar en este caso (a=4b°) con cierta simplicidad, por ejem 
pío, fijar un valor de 5 y estudiar los valores permitidos de 
U . Si 5 =krf (k = ü , 1 , 2 , . . . ) la ecuación (46) se reduce a 
sen H =± (11-11 )/H , (47) 
o ' 
correspondiendo el signo positivo ai caso 5=0 (o múltiplo par 
de TI) y el signo negativo a E =TT (o múltiplo impar de TT ) . En 
la figura 10 se presenta la solución gráfica de esta e c u a -
ción, la imagen se formará en los puntos de intersección de 
la función senil con las rectas (1Í-H )/H (líneas llenas, H = 0) 
o 
ó -(1I-K )/H (líneas de trazos, 5 =TT ) . En la figura lü-a, H =0, 
se observa que si H=Ü la única solución posible es 11-0 para 
valores de H menores a la unidad y que la imagen se forma en 
tres puntos distintos si H>1, en E -u la única solución es 11 = 0 
para H< 4. 6 , valor para el que la recta es tangente a la sinu. 
soide, y a partir de este valor la imagen se formará en cin-
co puntos. Análogamente, en el caso U = ÍT / 2 (figura 10-b) reo 
ta y sinusoide se cortan en un único punto si H<2.97 y en 
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• 2 T T ir 
i . 
- 2 TT ir 2 TT 
Fig. 10. Solución gráfica de la ecuación (47): 
eos 5 sen H= (U-1Í0)/H. Las líneas llenas corres-
ponden al caso E = 2kTr(k = 0,l,23...) y las de 
trazos a S = 2(k + l)Tr(k=0,l,2,...).Los números 
sobre las rectas indican el valor de H. 
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tres para H>2.97 (en este caso las imágenes en 5=0 y 5 =TT son 
antis i mé tricas) . 
De igual forma se podría proceder para otros valo-
res de 5 (lo que significaría multiplicar la escala vertical 
de la sinusoide por cos5 ) ; por ejemplo, si 5='rr/2 la imagen 
sólo puede formarse en 11 = 11 . Todo lo anterior se resume en 
las figuras 11, 12, 13, 14 y 15 donde se muestran las imáge-
nes teóricas para H=l, 2, 3, 4 y 5 respectivamente. Cuando 
H=l (figura 11) la imagen es una recta si 11 =0 y adopta una 
forma ondulada simple, para cualauier otro valor de 11 . En la 
o 
figura 12 se representa el caso H=2; para este valor de H apa 
recen bucles en la línea 11 = 0 (la imagen de esta línea es un 
o 
rosario de zonas ovaladas unidas por una recta) que se rompen 
en dos zonas al separarnos de dicha posición: una línea ondú 
lada y bucles aislados cuya área va disminuyendo hasta desa-
parecer (en el caso H = 2 las imágenes correspondientes a U = 
= IT/4 y 11 =TT / 2 son aún líneas onduladas simples). El área de 
los bucles va aumentando conforme crece H y para H=3 (figura 
13) la imagen de la línea 11 = TT/2 es una línea, ondulada bordea 
da de bucles dispuestos alternativamente a un lado y a otro 
de la línea central. Esta, descomposición de la imagen en tres 
zonas se presentará para valores cada vez más bajos de H al 
t r " ' O 
crecer H (figura 14, H = 4) hasta que. en H = 4.6 también la ima-
gen correspondiente a H = ü presenta zonas luminosas fuera de 
la imagen central tal como se muestra, en la figura 15 (H=5). 
Estos últimos casos son, sin embargo, poco realistas; en un 
ensayo, una vez fijadas las posiciones de la cámara y de la 
fuente de iluminación, la forma de. obtener valores altos del 
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Fig. 11. Imagen calculada de una ranura luminosa reflejada 
sobre la superficie de un líquido contenido en un 
recipiente cuadrado sometido a vibración vertical 
Los números en las curvas indican la posición de 
la línea base (paralela a una de las diagonales 
del recipiente). 
0 2 TI 
Fig. 12. Imagen calculada de una ranura luminosa reflejada 
sobre la superficie de un líquido contenido en un 
recipiente cuadrado sometido a vibración vertical 
Los números en las curvas indican la posición de 
la línea base (paralela a una de las diagonales 
del recipiente). 
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Fig. 13. Imagen calculada de una ranura luminosa reflejada so-
bre la superficie de un líquido contenido en un reci-
piente cuadrado sometido a vibración vertical. Los nú 
meros en las curvas indican la posición de la línea 
base (paralela a una de las diagonales del recipien-
t e ) . 
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2TT 
( & 
H = 4 
ir 
2lT 
Fig. 14. Imagen calculada de una ranura luminosa reflejada so-
bre la superficie de un líquido contenido en un reci-
piente cuadrado sometido a vibración vertical. Los nú 
meros en las curvas indican la posición de la línea 
base (paralela a una de las diagonales del recipien-
t e ) . 
-3¡ 
O 2 TT 
Fig. 15. Imagen calculada de una ranura luminosa reflejada 
sobre la superficie de un líquido contenido en un 
recipiente cuadrado sometido a vibración vertical. 
Los números en las curvas indican la posición déla 
línea base (paralela a una de las diagonales del -
recipiente). 
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parámetro H es aumentando la amplitud de la excitación; a al 
tas amplitudes, aparecen inestabilidades que dan lugar a una 
configuración no periódica e irregular en la superficie del 
líquido y no vale la teoría anteriormente desarrollada. 
En la figura 16 se comparan algunas de las imágenes 
reales con las obtenidas analíticamente. Las fotografías co-
rresponden a la imagen de la ranura sobre ondas capilares con 
_ 3 _ Q 
una longitud de onda de 6.6x10 " m. (A.=9.4x10 m) . En la 
figura se muestra los negativos de dichas fotografías (las 
zonas negras representan las zonas iluminadas) ampliados unas 
60 veces, la diferencia de grosor de unas a otras se debe a 
un ligero desenfoque en la filmación. Debajo de cada imagen 
real se muestra la solución analítica correspondiente, las 
curvas son análogas a las presentadas en las figuras anterio 
res con la escala vertical disminuida proporcionalmente al 
coseno del ángulo de inclinación de la cámara respecto a la 
vertical -45 o- para que dicha escala coincida con las foto-
grafías. La línea central coincide con la línea media de las 
imágenes y la zona rayada se ha calculado de forma que el 
grosor de la imagen real y analítica coincidan en 5 = 0,TÍ,.... 
Como se observa, las imágenes difieren apreciablemente para 
H=TT/2, 3TT/2, etc., la razón de esta discrepancia está, como 
se señaló anteriormente, en que la intensidad luminosa de la 
imagen varía periódicamente según 5, es decir, ciertas zonas 
de la imagen son más luminosas que otras, lo que se traduce 
en un espesor variable en la imagen fotográfica (proporcio-
nal a la componente del gradiente de la superficie según 5, 
3C /35, término que no se tuvo en cuenta al calcular la for-
ma teórica de la imagen). 
- t + 0 -
1T 
H = l . 6 , II = . 5TT 
o 
2TT 
f 
• 2 1T O 2 TI 
Fig. 16. Imágenes reales de una ranura luminosa refle-
jada sobre la superficie de un líquido s o m e t !_ 
do a vibración vertical. Debajo de cada imagen 
real se muestra su correspondiente imagen ana-
lítica calculada mediante la ecuación (46). 
(Continua en la página siguiente). 
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TT 
-2TT 
Fig. 16. (Continuación) Imágenes reales de una ranura 
luminosa reflejada sobre la superficie de un 
líquido sometido a vibración vertical. Deba-
jo de cada imagen real se muestra su corres-
pondiente imagen analítica calculada median-
te la ecuación (46). 
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2.4. INSTALACIÓN Y MÉTODO DE TRABAJO 
La instalación utilizada en los ensayos, como se 
esquematiza en la figura 17, consta básicamente de un vibra-
dor sobre el que se monta el recipiente para el líquido, una 
fuente de iluminación estroboscópica, una pantalla opaca con 
ranuras y una cámara fotográfica (véase también la figura 18) 
V7777777r 
Fig. 17. Esquema de la instalación. 1: cámara fotográfica; 
2: fuente de iluminación estroboscópica; 3: panta-
lla; 4: recipiente para el líquido; 5: vibrador. 
En las series de experimentos realizados se ha uti_ 
lizado un vibrador Ling Modelo 10 1, cuyas características se 
recogen en la Tabla 1, conectado a un amplificador Ling Mode_ 
lo TPO 25. Sobre la parte móvil del vibrador se coloca un re 
cipientc que contiene el líquido a ensayar; el recipiente es 
de forma en planta cuadrada y el fondo (iel mismo es de color 
oscuro para facilitar la visualización de fas ondas. La cube 
i. a está atravesada, a una altura, aproximada de 1.4 cm sobre 
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ig. 18. Vista de la instalación. 6: amplificador, el res 
to de los rótulos tiene el mismo significado que 
en la figura 17. 
Tabla 1 
Características del vibrador Ling Modelo lül. [08j 
Masa total 
Masa del sistema móvil . 
3 Empuje máximo (a 10 Hz) 
Frecuencia máxima 
Desplazamiento máximo .. 
Potencia consumida 
.90 8 kg 
6.5xl0"3 kg 
8.9 N 
12xl03 Hz 
2 . 5 x 1 ü ~ 3 m 
5-10 VA 
_1414_ 
el fondo del recipiente, por dos cables paralelos cuyo obje-
to es servir de marcas de referencia en la medida de la lon-
gitud de onda. En la figura 19 se indican las dimensiones del 
recipiente y la distancia entre cables. 
Cotas en mm. 
Fig. 19. Dimensiones de la forma en planta del recipiente 
En operación, una vez nivelado el recipiente de íor 
ma que el fondo esté horizontal, se vierte en la. cubeta el 
líquido a ensayar hasta que la superficie libre del líquido 
queda próxima a los cables de referencia. La fuente de ilumi_ 
nación (un estroboscopio Strobotac Type 1S31-A) y la cámara 
fotográfica se colocan uno a cada lado del recipiente alinea 
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dos con la diagonal de la cubeta paralela a los cables y en-
tre la cubeta y el estroboscopio se dispone una pantalla opa 
ca con ranuras. Estroboscopio, pantalla y cámara fotográfica 
se sitúan de manera que las imágenes de las ranuras sobre la 
superficie del líquido en reposo se formen paralelamente a 
la diagonal perpendicular a. los cables de referencia. 
Puesto en marcha el vibrador, se selecciona una fre 
cuenoia y se ajusta la amplitud de la vibración de modo que 
las ondas superficiales sean suficientemente visibles (selec 
cionar la amplitud adecuada es una labor especialmente crítqj 
ca cuando el fluido es más viscoso que el agua -como la dime 
til silicona- dado que si la amplitud de la excitación es pe_ 
quena, las ondas son apenas visibles en el centro del reci-
piente y al aumentar la amplitud aparecen i nestabilidad.es 
que dan lugar a una configuración no regular con ondas de 
gran amplitud. El margen de amplitudes aptas para la visualqj 
zación aumenta cuanto menor es la viscosidad del líquido a 
ensayar). A continua.ción se ajusta el estroboscopio a la mÍ£ 
ma frecuencia que el vibrador, lo que permite tener una ima-
gen "congelada" de las ondas capilares, y se fotografía la 
superficie del líquido (los ensayos se realizan en una cáma-
ra oscura para evitar reflejos indeseados). El proceso se re 
pite para una nueva frecuencia de excitación y así sucesiva-
mente . 
Nótese que aunque las fotografías muestran las imá 
genes de ondas aparentemente estáticas, lo que se registra 
en realidad en cada fotografía es la superposición de las imji 
genes correspondientes a un conjunto de ondas sucesivas (tan 
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tas como sea el producto de la frecuencia por el tiempo de 
exposición). Se puede obtener la imagen de una sola onda i 1. u 
minando la superficie del líquido con un solo destello lumi-
noso (flash) pero, si se utilizan pantallas para mejorar La 
visualización, la luz reflejada por la superficie es insufi-
ciente para impresionar la película fotográfica; por esta ra 
zón se utilizó un estroboscopio para la iluminación. La ni ti 
dez de las fotograf ías obtenidas da, además, una idea de la 
estabilidad del ;'enómeno de las ondas capilares (el tiempo 
de exposición fue de 1 segundo en la mayoría de las fotogra-
í í a s re a1 i z ad as) . 
La longitud de onda de la imagen, A., se determina, 
e n c ¿i. d a c aso, d i v i d i e n d o 1 a di s tan c i a e n t r e 1 o s c a bles p o r 
el número de ondas comprendidas entre éstos. 
2.5. ANÁLISIS DE LOS RESULTADOS 
Una vez obtenidas las fotografías de las ondas ca-
pilares en las diversas series de ensayos, el problema se ceri 
tra en el análisis de la información contenida en las foto-
grafías . 
Indudablemente, el hecho de que para un mismo lí-
quido (tensión superficial constante) se1, pueda repetir un ex_ 
per i mentó bajo distintas condiciones, permite mejorar la pre_ 
cisión en los resultados. 
Los ensayos podrían haberse realizado manteniendo 
fija la frecuencia y tomando series de fotografías a esta 
frecuencia prefijada; la media efe las longitudes de onda me-
didas en cada fotografía sería una estimación de la longitud 
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de onda r e a l , l o que p e r m i t i r í a d e t e r m i n a r e l v a l o r de l a 
t e n s i ó n s u p e r t i c i a l m e d i a n t e l a e c u a c i ó n ( 3 2 ) : 
o = ¿ p A 3 f 2 , (48) 
sin embargo, procediendo de este, modo el valor de a será muy 
sensible a los errores sistemáticos en las variables medidas 
y exige que los instrumentos de medida estén calibrados con 
gr a n t i ab i 1 i d a d . 
Así pues, parece inconveniente mantener constantes 
c a n t i d a d e s q u e p u e d en s e r m e d i el a s e n d. i f" e r e n t o s s i t u a c i o n c s , 
y así los ensayos, como se dijo anteriormente, se han reali-
zado variando la frecuencia de excitación de unas fotografías 
a otras y midiendo el número de ondas, N, comprendidas entre 
los cables de referencia situados en el recipiente. Si es b 
la distancia entre los cvabl.es, la ecuación (48) para el caso 
ot = 45° quedará : 
N 
ya que 
\=^-\.= ^lk . (50) 
2 i l N 
Dado que el conjunto de puntos experimentales (i ,N) 
no cumplen individualmente la expresión anterior (el valor 
obtenido de a varía, considerablemente de unos puntos a otros) 
el procedimiento a seguir es calcular, a partir de los datos 
experimentales, una estimación de la expresión analítica que 
relaciona N y f; esta expresión deberá ser del tipo de la 
ecuación (49), es decir: 
N3 = a 2 f 2 , (51) 
n 
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v conocido el valor de la constante a , determinar a ídenti-
ficando términos análogos en la ecuación teórica (49) y en la 
experimental (51); en resumen, quedará: 
^ _ /2 pL , „, 
°-M—2 • ( b 2 ) 
a 
n 
El ajuste de los datos experimentales se ha hecho 
mediante el método de los mínimos cuadrados buscando una ecua 
ción (lineal en las constantes a determinar) de forma que la 
suma de los cuadrados de las desviaciones de los valores ob-
servados respecto a los calculados con la ecuación sea míni-
ma. La justificación de este enunciado se encuentra en el teo 
rema de Gauss-Markov, que establece que las estimaciones más 
precisas son las obtenidas mediante .funciones lineales de las 
observaciones. La propiedad de linealidad ofrece grandes ven. 
tajas por su simplicidad, aunque pueden existir estimaciones 
no lineales de menor varianza. Sin embargo, cuando los erro-
res aleatorios de las variables medidas tienen una distribu-
ción normal, se demuestra que las estimaciones lineales, por 
el método de mínimos cuadrados, son las de máxima probabili-
dad y mínima varianza £ü9] . 
La aplicación correcta del método presupone el cum 
plimiento de las siguientes hipótesis: 
1) Se conoce la forma correcta de la ecuación. 
2) Los datos experimentales son representativos de 
la situación que se pretende generalizar. 
3) Los datos observados son estadísticamente, inde-
pendtentes. 
4) Las observaciones de la variable dependiente tie 
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nen la misma varlanza. 
5) Los valores de la variable independiente se co-
nocen sin error (o los errores son mucho menores que los de 
la variab1e dependiente). 
6) Los errores tienen una distribución normal. 
En nuestro caso las hipótesis 2) y 3) evidentemen-
te se cumplen, y la 4) se cumple con gran aproximación (el no 
cumplimiento de esta hipótesis obligaría a ponderar el peso 
de cada punto experimental). La 6) se asegura en cierta, forma 
al considerar como valor representativo del número de ondas, 
N, la media de las estimaciones realizadas por distintos ob-
servadores, y en cuanto a la 5) el error absoluto dado por la 
escala del estroboscopio (que fue el equipo utilizado para la 
medida de la frecuencia) es de 1/6 Hz, lo que se ajusta a las 
condiciones señaladas. 
Respecto a la í orina correcta de la ecuación -hipóte 
sis 1)- el análisis de los datos experimentales muestra un 
error sistemático en los valores de las frecuencias medidas 
de unos 4 Hz en unos ensayos y 7 Hz en otros (valores dentro 
del margen de calibración del estroboscopio). Esto supone que 
1 a e c u a o i ó n d e b e s e r d e 1 t i p o 
N 3 = a 2 (f-f ) 2 , (53) 
n o 
s / 2 
o bien, eligiendo I\T como variable dependiente: 
N 3 / 2 = a (f-f ) = a f + b , (54) 
n o n n • 
que es 1inea1 en los coe J ic ientes. 
3/3 Denotando por (x.,y.) a los pares (f,N ~ ) , las ex: 
presiones que permiten determinar los valores de los coefi-
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cientes a y b , la desviación típica de la variable depen-
n n ^ r 
diente, S(y), y de los coeficientes, S(a ) y S(b ) , son ([p9], 
[lú]): 
n E x . y . - E x . E y . 
1 1 1 1 ( 5 5 ) 
E x . Zy . - E x . E x . y . 
i i i i i ( 5 6 ) 
n 2 S 2 ( y ) = n E y . 2 - ( E y . ) 2 - y a 2 
J .i
 1 J x n 
S ( a ) = n S ( y ) [ ( n - 2 ) u ] • 1 / 2 
2 
E x - 1 / 2 
S ( b ) = S ( a ) í — ) 
n n v n ; 
( 5 7 ) 
(5 8) 
( 5 9 ) 
2 2 
d o n d e u = n E x . - ( E x . ) . 
i i 
Los resultados experimentales que se muestran en 
las páginas siguientes se han obtenido en diferentes series 
de ensayos, según se indica en la Tabla 2. En la Tabla 3 se 
recogen los resultados obtenidos con Agua Desmineralizada y 
en las Tablas 4 y 5 los obtenidos con Agua tintada con Tin-
ta China y Dimetil Silicona, respectivamente. Los valores 
calculados de a , b , S(y), S(a ) y S(b ) , para cada uno de 
n n n n ^ 
los líquidos señalados, se muestran en la Tabla 6 y en las 
figuras 20, 21 y 2 2 se presentan, para cada líquido, las rec 
tas obtenidas por el método de mínimos cuadrados junto con 
los valores experimentales. 
Determinado a , el. valor de a se calcula utilizan-
n 
do la expresión (52) y el error en el valor de a, calculado 
por este método, será: 
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TABLA 2 
Condiciones de los Ensayos 
Código del 
ensayo 
Liquido 
Nombre comercial 
Fabricante 
Temperatura 
ambiente [°c] 
Densidad del lí-
quido1 [kg.m~3] 
Volumen del 
líquido Lcm^J 
Profundidad del 
líquido LcmJ 
Intervalo de 
frecuencias de 
los ensayos LHzj 
Número de tomas 
fotográficas 
útiles 
Pantalla utili-
zada 
1 2 3 
Agua Desmineralizada 
20 19 20 
4 5 
Agua tintada con 
Tinta China al 
1% en volumen 
20 20 
998 ± 1 
160 
1.25 
25.3 
121.0 
25 
59.0 
129.0 
15 
2 5.5 
49.7 
6 
a2 i ipo A 
150 
1.15 
18.7 
109.3 
9 
27.3 
116.7 
11 
Tipo B3 
6 7 
Dimetil Silicona 
47 V 20 (L-8300) 
Siliconas Híspa-
nla S.A. 
21 20 
954 ± 1 
160 
1.25 
9.5 
30.3 
15 
9.7 
24.4 
6 
Tipo A2 
1 
Medidas con un areómetro Silberbrand en este Laboratorio. Los valores 
de la densidad son prácticamente constantes en los intervalos de tem-
peratura considerados. 
2 
Tipo A: pantalla de papel poliester translúcido con una banda opaca 
de 3,7 cm de anchura y una ranura central de Imm. 
3 
Tipo B: pantalla de papel poliester translúcido con 4 bandas opacas 
de 1 cm de anchura separadas 1 cm. 
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Tabla 3 
Resultados de los Ensayos. Líquido: Agua Desmineralizada 
f [Hz] 
2 5 . 3 
2 5 .5 
31 .6 
32 .0 
3 7 . 3 
3 7 . 3 
38 .0 
38 .2 
4 0 . 2 
1 3 . 3 
4 3 . 7 
4 4 . 0 
4 8 . 8 
4 9 . 5 
4 9 . 7 
5 3 . 3 
N 
4 . 1 
4 . 0 
4 . 7 
5 . 0 
5 . 5 
5 . 7 
5 . 3 
5 . 8 
5 . 9 
6 . 3 
6 . 2 
6 . 5 
7 . 0 
7 . 0 
6 . 7 
7 . 5 
N 3 / 2 
8.30 
8 .00 
10 .19 
11 .18 
12 .90 
1 3 . 6 1 
1 2 . 2 0 
13 .97 
1 4 . 3 3 
1 5 . 8 1 
15 .44 
16 .57 
18 .52 
18 .52 
17 .34 
20 .54 
1 
e 
1 
3 
3 
1 
1 
1 
3 
1 
3 
1 
3 
1 
1 
1 
3 
1 
f [Hz] 
53 .7 
59 .0 
60 .7 
60 .7 
6 5 . 7 
66 .0 
66 .7 
7 1 . 7 
7 1 . 7 
7 2 . 0 
7 6 . 0 
7 7 . 3 
8 0 . 7 
83 .8 
85 .7 
8 7 . 3 
N 
7 . 5 
7 . 7 
8 . 1 
8 . 5 
8 . 0 
8 . 6 
8 . 9 
9 . 0 
9 . 3 
8 . 9 
9 . 0 
9 . 6 
9 . 6 
1 0 . 3 
9 . 8 
9 . 9 
3/2 N 
20 .54 
21 .37 
23 .05 
24 .78 
2 2 . 6 3 
25 .22 
26 .55 
27 .00 
28 .36 
26 .55 
27 .00 
29 .74 
29 .74 
33 .06 
30 .68 
31 .15 
1 
e 
1 
2 
1 
1 
2 
1 
1 
1 
1 
2 
2 
1 
2 
1 
2 
2 
f [Hz] 
9 1 . 3 
9 3 . 3 
9 5 . 3 
9 6 . 3 
1 0 6 . 0 
1 0 7 . 0 
1 1 0 . 3 
110 .7 
113 .7 
1 1 6 . 0 
1 1 8 . 0 
119 .0 
1 2 1 . 0 
1 2 9 . 0 
N 
1 0 . 4 
1 1 . 0 
11 .2 
1 1 . 1 
1 1 . 9 
1 2 . 0 
1 2 . 0 
12 .2 
1 2 . 5 
1 2 . 5 
1 2 . 7 
1 2 . 4 
13 .2 
1 3 . 0 
M 3/2 
N 
33 .54 
36 .48 
37 .48 
36 .98 
4 1 . 0 5 
4 1 . 5 7 
41 .57 
4 2 . 6 1 
4 4 . 1 9 
4 4 . 1 9 
4 5 . 2 6 
4 3 . 6 6 
4 7 . 0 6 
4 6 . 7 8 
1 
e 
2 
2 
1 
2 
1 
2 
2 
1 
1 
2 
1 
2 
1 
2 
1 
Los números en esta columna indican el código del ensayo (véase 
Tabla 2). 
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Tab la 4 
Resultados de los ensayos. Líquido: Agua t in tada con Tinta China 
f [Hz] 
18.7 
27.0 
27.3 
40.5 
41.6 
52.0 
54.0 
N 
3.3 
4.2 
4.2 
5.5 
6.0 
7.5 
7.2 
N 3 / 2 
5.99 
8.61 
8.61 
12.90 
14.70 
20.54 
19.32 
1 
e 
4 
4 
5 
4 
5 
4 
5 
f [Hz] 
61.0 
64.7 
66.0 
77.7 
78.7 
90.7 
91.3 
N 
7.8 
8.5 
8.3 
9.7 
9.8 
10.7 
11.0 
N 3 / 2 
21.78 
24.78 
23.91 
30.21 
30.68 
35.00 
36.48 
1 
e 
5 
4 
5 
4 
5 
4 
5 
f [Hz] 
92 
97.3 
102.7 
103.0 
109.3 
116.7 
N 
10.8 
11.9 
12.0 
12.0 
12.7 
12.5 
N 3 / 2 
35.49 
41.05 
41.57 
41.57 
45.26 
44.19 
1 
e 
5 
4 
5 
5 
4 
5 
1 
Los números en esta columna indican el código del ensayo (véase 
Tabla 2). 
Tabla 5 
Resultados de los ensayos. Líquido: Dimetil Silicona 
f [Hz] 
9.5 
9.7 
10.4 
11.4 
11.8 
12.3 
13.4 
N 
1.4 
1.5 
1.6 
1.9 
1.9 
2.2 . 
2.4 
N 2 / 3 
1.66 
1.84 
2.02 
2.62 
2.62 
3.26 
3.72 
1 
e 
6 
7 
6 
7 
7 
6 
7 
f [Hz] 
15.0 
15.2 
16.7 
18.0 
18.3 
20.0 
21.7 
N 
2.8 
2.8 
3.2 
3.5 
3.6 
3.9 
4.2 
N 3 / 2 
4.69 
4.69 
5.72 
6.55 
6.83 
7.70 
8.61 
1 
e 
6 
7 
6 
6 
6 
6 
6 
f [Hz] 
22.3 
24.0 
24.4 
25.0 
26.3 
26.7 
30.3 
N 
4.4 
4.7 
4.9 
5.3 
5.1 
5.4 
5.9 
N 2 / 3 
9.23 
10.19 
10.85 
12.20 
11.52 
12.55 
14.33 
1 
e 
6 
6 
7 
6 
6 
6 
6 
1 
Los números en esta columna indican el código del ensayo (véase 
Tabla 2). 
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T a b l a 6 
R e s u l t a d o s f i n a l e s de l o s e n s a y o s 
Pendiente de la 
recta-*-, an 
Ordenada en el 
origen-1, bR 
Abcisa en el 
origen , f [üz] 
Desviaciones 
tipleas 
S(an) 
S(bn) 
Tensión 
Superficial 
a x 103 [N.m ] 
Aa/a 
Agua 
Desmineralizada 
.394 
- 1.344 
3.41 
1.0674 
.0055 
.4232 
60.2 ± 2.7 
.045 
Agua tintada con 
Tinta China 
.428 
-3.115 
7.28 
1.1514 
.0094 
.7145 
51.0 ± 3.1 
.061 
Dimetil 
Silicona 
.626 
-4.575 
7.31 
.3320 
.0123 
.2359 
22.8 + 1.3 
.057 
Los datos exper imenta les se han a jus tado por e l método de mínimos cua-
drados a una r e c t a de ecuación: 
N 
3/2 
a (f-f ) = a f+ b 
n o n n 
2 bn 
f = - — mide el error sistemático cometido en las medidas de las fre 
o ^an 
cuencias. 
3 ^2 
a 
A PL" 
5 7T a 9 
n¿ 
> ^ L = AP.+ 3 ^ + 2 
o p L 
S(an) 
donde S(a ) y a son los valores correspondientes dados en la Tabla, 
n J n 
AL = .3xl0"3m, L=55 x10 m y los valores de p y Ap se indican, pa-
ra cada líquido, en la Tabla 2. 
•55 
50 
40 
N 3/2 
30 
20 
10 
I I 
-
-
/ \ I 
I i 
I I 
I I 
o/ 
0/ 
Oí A 
oy 
i i 
i i 
QO¿2 
& 
i i 
D / A 
-
-
-
-
0 30 60 f[Hz] 90 120 
Fig. ?0. Resultados de los ensayos y recta de mínimos cuadra 
dos. Líquido: Agua Desmineralizada. 
Los símbolos indican el código del ensayo (véanse 
las Tablas 2 y 3) según la siguiente clave: 
O Ensayo 1 
A Ensayo 2 
D Ensayo 3 
- 5 6-
50 
40 
N 3/2 
30 
20 
10 
°/r, 
/ 
ojr 
/? 
/o 
y 
/o 
o/ 
o 30 60 f [Hz] 90 120 
Fig. 21. Resultados de los ensayos y recta de mínimos cuadra 
dos. Líquido: Agua tintada con Tinta China. 
Los símbolos indican el código del ensayo (véanse 
las Tablas 2 y H) según la siguiente clave: 
O En sayo 4 
D Ensayo 5 
•5 7-
15 
10 
N 3/2 
o 7 
/o 
/o 
10 15 20 f[Hz] 25 30 
Fig. 22. Resultados de los ensayos y recta de mínimos cuadra 
dos. Líquido: Dimetil Silicona. 
Los símbolos indican el código del ensayo (véanse 
las Tablas 2 y 5) según la siguiente clave: 
O 
a 
E n s ayo 6 
Ensayo 7 
-5 8-
Aa 
Aa _ A_p
 + o A_L +9 
a p " L a n 
(60) 
De los tres sumandos que intervienen en esta expresión, el 
- 3 primero, Ap/p, es del orden de 1Ü y despreciable frente a 
los otros dos (véase la Tabla 2). En el segundo, AL es, a lo 
_ 3 
sumo, del orden del espesor de los cables: .3x10 m; temen. 
- 3 
do en cuenta que la distancia L entre ios cables es 55x10 
m, resulta: 
3 
3 ák = 3 • 3 x l ° 
L
 ^ 5 5 x l ü " 3 
0 16 (61) 
y el tercer término se puede evaluar a partir de los resulta 
dos o b t e nidos: 
Aa S(a ) 
2 -JL =
 2 2- (62) 
Los resultados finales se muestran en la Tabla 6. 
Los valores de la tensión superficial presentados en esta. Ta_ 
bia se han calculado bajo la hipótesis de que los únicos pa-
rámetros experimentales sujetos a error son los considerados 
en la expresión (60). Ln el apartado siguiente se discute, la 
validez de esta, hipótesis. En particular la influencia en lo:, 
resultados del ángulo a (ángulo que i orma la. linea base con 
uno de los lados del recipiente). 
2.6. CONCLUSIONES 
A la vista de los resultados obtenidos son posibles 
dos tipos de consideraciones, relacionadas unas con los valo 
res numéricos finales y otras con el. método seguido para la 
obtenei ón de dichos va 1 ores. 
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Entre las primeras, la más importante es que los 
resultados finales no permiten juzgar plenamente la t.labili-
dad del método seguido para determinar el valor de la tensión 
superficial de los líquidos ensayados. En efecto, el valor 
calculado para la Dimetil Silicona (47 V 2Ü (L-83ÚÜ), según 
nomenclatura del fabricante) es un. 11% superior al valor da-
do por el fabricante: 22.8xl0~3 N.nT1 a 20 °C frente a 2Ú.6x 
xll) " N.m a 25 °C [ll] , valor este último muy parecido a 
- 3 -1 los suministrados por otros fabricantes (entre 2!Jxlü N.m 
- 3 -1 • • 
y 21xl(J N.m , a 25 °C, para las siliconas fabricadas por 
Dow Corning [_í 2] ) . Esta discrepancia no es asignable a la di_ 
ferencia existente entre las temperaturas a las que están da 
dos los valores de a, ya que el coeficiente de variación de 
la tensión superficial con la temperatura (-da/dT) es del or 
— R — 1 — 1 • • - — U 
den de 10 N.m .K para las siliconas comerciales (10 
-1 -1 
N.m .K para el agua) y probablemente se debe, como se ex-
plica posteriormente, a un error cometido durante la realiza 
ción de los ensayos. 
Eos valores obtenidos para el agua y el agua tinta 
da no permiten la comparación con otros métodos experimenta-
les, pues la tensión superficial del agua varia notablemente 
por la presencia de contaminantes en el líquido; por ejemplo, 
en la figura 2 3 se muestra la variación con el tiempo de la 
tensión superficial de; una solución acuosa de bromuro de ce-
til-pirudina al .003%, el valor de a para esta solución se 
estabilizó alrededor de 36xl0"3 N.m"3 al cabo de 20.5 h [ü 4] . 
En los ensayos se utilizaron agua desmineralizada y agua t in_ 
tada con Tinta China. Los resultados obtenidos indican que 
-60-
oxio 
[N.m-1] 
55 
50 
45 
u n 
60 120 r -,180 
t |_m i n J 240 
Fig. 23. Variación de la tensión superficial con e] tiem-
po de una solución acuosa de bromuro de cetil-pi 
ri din a al.003% [0 4]. ~ 
la tensión superficial disminuye cuando se añade Tinta China 
y éste fue el único contaminante controlado. Dado que la adi_ 
ción al agua de pequeñas cantidades de otras sustancias pue-
de originar cambios de hasta el 50% en el valor de la tensión 
superficial, los resultados que se puedan obtener utilizando 
agua como líquido de ensayo no son útiles para la comparación 
de diversos métodos a menos que se controle minuciosamente la 
composición del agua ensayada.. 
Respecto al método, la idea primaria que determinó 
su desarrollo fue comprobar si es posible determinar la ten-
sión superficial de un líquido con equipo no especialmente 
diseñado o adaptado para este fin. Evidentemente el punto dé 
bil de cualquier método basado en el fenómeno de las ondas 
capilares es la medición de la longitud de onda con La preci_ 
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sión adecuada (recuérdese que según .la expresión (32) el 
error al determinar el valor de a es, al menos, la suma del 
doble del error cometido al estimar la frecuencia más tres 
veces el error cometido al medir la longitud de onda). Desde 
este punto de vista, ei método seguido ofrece resultados sa-
tisfactorios, ya que permite calcular el valor de la relación 
3 2 ^ • 
N I i " con un error próximo al 3% y este valor se puede hacer 
aún más pequeño modificando levemente el proceso de medición 
del número de ondas entre las marcas del recipiente. De igual 
forma el error asociado a la distancia entre ios cables de re 
ferencia, 3AL/L, actualmente estimado en un 1.6%, se puede 
disminuir hasta un .8%, manteniendo ia distancia L actual, 
diseñando un nuevo recipiente de mayor precisión. 
No se ha discutido aún la importancia en ios resul_ 
tados del ángulo a formado por la línea base con uno de los 
lados de referencia, fin los cálculos hechos se ha supuesto 
a = 4-5°; sin embargo, dado que X = X . I (mcosa) , un error de Io ó 
2o alrededor del valor supuesto para a supone que el valor 
de o varíe entre un 5 y un 10%. El análisis de las fotogra-
fías obtenidas muestra que posiblemente éste haya sido el ca 
so para la Dimetil Silicona; lamentablemente el campo foto-
grafiado no permite determinar con exactitud el valor a (en 
las fotografías sólo aparece una parte del recipiente) por 
lo que en los cálculos se ha tomado el valor nominal a=4 5°. 
Obviamente esta ambigüedad en el valor de a aumenta el error 
del valor calculado de a (en los porcentajes señalados ante 
riormente) y formalmente ios resultados de la Tabla 6 debe-
rían estar dados con errores del 1Ü% aproximadamente. 
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3. PROGRAMAS DE SIMULACIÓN 
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3
• PROGRAMAS DE SIMULACIÓN 
3
• 1 • INTRODUCCIÓN 
Uno de los problemas cruciales en la simulación 
electrónica en pantalla del comportamiento de las zonas lí-
quidas liotantes es la velocidad de cálculo, la cual distin-
gue los simples problemas de cálculo numérico de los proble. 
mas de simulación propiamente dicha. La simulación no es me 
ramente la presentación de gráficos en pantalla; donde la 
simulación electrónica cobra excepcional importancia es en 
la animación de los procesos de llenado, separación y rotura 
de las zonas flotantes, lo cual requiere una cierta veloci-
dad de renovación de Imágenes en pantalla. 
La precisión requerida en la simulación es función 
del uso que de ella se vaya a hacer: no es lo mismo dar una 
descripción rápida y atractiva de introducción al tema en 
conferencias de divulgación, que procurar una adecuada ins-
trucción a los operadores del. S pace lab, o que utilizar lea 
simulación como elemento primario de investigación de movi-
mientos complejos (inyección, convección libre y forzada, 
etc.) basándose en modelos mate.máticos tentativos. 
En el caso de las formas de equilibrio de las zo-
nas líquidas se dispone de la solución exacta en el caso cua 
siestatico, pero desgraciadamente se trata, de una solución 
implícita en función de integrales elípticas de primera y 
segunda especie. El problema del. cálculo de estas funciones 
y la iteración para acoplarse a los datos de partida es com 
piejo, y el tiempo requerido de ordenador impide, de momen-
to, el cómputo completo de las soluciones exactas, por lo 
¡6-
que parece oportuno dividir el rango de variación de los pa-
rámetros en regiones de comportamiento sencillo que pueda ser 
aproximado por otros procedimientos más expeditivos. 
En cualquier caso, será necesario disponer de la 
solución exacta para estimar el nivel de aproximación acepta. 
ble. 
Con este motivo, se ha empezado haciendo un estudio 
detallado del cómputo de las integrales elípticas, problema 
básico que sirve de comparación y comprobación de las posibi_ 
1 id ad e s d e 1 s i s t ema d i. spon i b 1 e . 
3.2. INTEGRACIÓN PASO A PASO DE LAS INTEGRALES ELÍPTICAS 
El planteamiento en este caso es directo; las .fun-
ciones F y E 
F((j) ,a ) = d(j) 
\[, 2 2 . 
VI-sen asen <j) 
f* \/ 2 T 
, E(<j),a) = ] Vl-sen'asen cj)d<}) (1) 
se evalúan aplicando la conocida regla de Simpson a las res-
pectivas cuadraturas, según se. indica en la Fig. 1, de acuer 
do con la fórmula siguiente: 
•cj> + AcJ> 
f ((j))d(j> 
* 
6 (<j))+4f (c|)+A(f))+í ((() + 2A(¡)) +0(A
5
*) , (2) 
Fig. 1 . Ilustración de la regla de Simpson para el caso 
de las integrales elípticas. 
i 
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Los datos son los valores de cj) y a, y los resulta-
dos los valores de F y E. El único caso especial es el que 
corresponde a \/l~sen2asen2cj) = 0 , en que la función F presenta 
un polo. 
La subrutina que se ha preparado tiene el organi-
grama que se representa en la Fig. 2, donde se ha seguido la 
regla general de procurar una línea de proceso rápido con el 
mínimo de cálculo, que será la línea más usada; de ella se 
derivan los casos menos frecuentes, como el hecho de que los 
argumentos estén fuera del primer cuadrante. Los bloques que 
componen el programa son los siguientes: 
— 1nitializing: cambia la entrada de grados a ra-
dianes, calcula el cuadrante de círculo en que está $, defi-
ne la función integrando f(6} introduce los valores iniciales 
de las variables y fija el valor del intervalo de integra-
ción . 
"~ Simpson: va evaluando de forma incremental el 
área de las funciones representadas en la Fig. 1, con un in-
tervalo constante salvo en las proximidades del valor final, 
en que el intervalo se ajusta automáticamente. 
—
 Reducing: si cf)>rr / 2 , calcula el valor reducido de 
(J) y de a (como se explica en el apartado 3.4). 
— Error: si cfi >TT / 2 y el valor reducido de a es a = ir/2 
satura los contadores de F y E (pone el valor 888888) para 
i nel i car que no e s va 1 i d o . 
—
 Complete: si 4>>TT/2, es necesario calcular las in 
légrales elípticas completas además de las incompletas rela-
tivas al argumento reducido, lo cual se efectúa consecutiva-
•68-
c INPUT 4>»g J 
Ini ti al i zing 
YES 
Simpson 
YES 
Reducing 
NO 
Complete 
YES 
=1 
YES 
NO 
Error 
Composition 
End 
End 
Fig. 2. Organigrama de cálculo de las integrales elípticas de primera y 
segunda especie mediante la regla de Simpson. 
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mente, integrando hasta el (f> reducido, guardando los valores 
de F y E, y prosiguiendo la integración hasta <f> = TT/ 2 . 
— Composition : si cf> > TT / 2 , compone el valor final de 
F y E a partir de los valores de F y E correspondientes a 
<P=TT/2 y cj>=(p reducido. 
El listado del subprograma en lenguaje HP-Basic se 
presenta en la Tabla 1. 
3.3. DESARROLLO EN SERIE DE LAS INTEGRALES ELÍPTICAS 
Otro método que puede emplearse para calcular las 
integrales elípticas es el del desarrollo en serie de dichas 
integrales. 
En el caso de la integral de primera especie, se 
o b t i e n e : 
F((f) , a ) d<|> , , — = l 
J
o \L 2 2 m = o 
V 1 - s e n a s e n a 
( 2 m - l ) '. ! 
( 2 m ) ! ! 
2ra 
s e n a s e n cp d cp ( 3 ) 
y e n l a d e s e g u n d a e s p e c i e 
E (<J> , a ) 
* 
y 1 - s e n a s e n cp d c 
-IH ( 2 m - 3 ) 
m = l 
2m) ! '. 
2m 
; e n a 
sen2mcpd<}> ( 4 ) 
d o n d e 
( 2 m - l ) ! ! = n ( 2 1 - 1 ) ^ 
i = l 
m 
( 2 m ) ! ! = n ( 2 i ) 
i = l 
( 5 ) 
A su vez las integrales que aparecen en los desarrollos (3) 
y (4) pueden calcularse mediante la expresión: 
2m^ ,, 2m-l 
sen $ de}) = —f^ 
2m-l, , 2m-l , ,, sen ó eos* 
Y r
 2m (6) 
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TABLA 1. CALCULO DE LAS INTEGRALES ELÍPTICAS DE PRIMERA Y SE-
GUNDA ESPECIE MEDIANTE LA REGLA DE SIMPSON. 
2 0 ! 
3 0 ! ELLIPTIC INTÉGRALO BY SIMPSON RULE 
4 0 S ü B E11 ( P h i , A1 p h a , F , i:) ! IHP U T 1N I)EGR E E S 
SO I n i 1 i a 1 i 7. i n q : ! 
6 0 Phi=Phi*P1/180 
7 0 A l pI. a = A 1 p h a # P I / i B 0 
8 0 RAÍ) 
9 0 Q=INT<Phi/PI*2) 
100 K=SIN<Alpha) 
110 K2=K*K 
120 DEF FNR <P¡ii >=SQR(1--K2KSIN(Phi)A2) 
130 Ph.i.v»F'™E = 0 
140 Intervalo. 01 ! I N T E 3 V H L = 1 DEGREE 
150 IF Q~0 THEN Sif-¡p-on 
16 0 R e c¡ u c j. n q : ! 
170 Q2 = TNT( (Ph.i.+PI/2)/PI ) 
i 8 0 Phi--=ABG(02*P"I-Phi) 
Í90 Alpha^AB3(PI*INT( ( Alpha H:> 1/2 ) /P I ) -Alpha ) 
20 0 N™1 
210 I F A I p h a - P I / 2 THEN E r r o r 
22 0 SÁPípsün : ! 
230 DO=FNR(Phiv> 
2 4 0 P h i v -•• P h i v + I n t e r v a 1. 
250 Di=FNR<Phiv> 
260 Phiv-Phiv+Interva1 
27 0 D2=FNR<Phiv) 
280 F=F+Interval*(l/D0+4/Di+l/D2>/3 
290 E=E+ínter val*<D0 + 4*Dl + D2>/3 
300 IF Phiv>Phi-2*Interval THEN ínterval=<Phi-Phiv ) /2 
310 IF Phiv<Phi THEN Sinoson 
32 0 IF 0 = 0 THEN Enci 
330 I F N = i THEN C o i i p l e t e 
3 4 0 Co ropo s i t i o n : ! 
350 F = 2 * Q 2 * F + < - l > A R * F i 
3Í>0 E = 2 * Q 2 * E + < - i ) A Q * E i 
370 GOTO End 
3 8 0 C o m p l e t e : ! 
3 9 0 F i = F 
40 0 E1 = E 
4 1 0 P h i = P I / 2 
42 0 N=2 
430 l n t e r v a l = . 0 i 
44 0 GOTO S iMPSon 
4S0 E r r o r : ! 
4í>0 F = E > 0 9 8 8 8 8 
470 E n d : ! 
48 0 SUBENI) 
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en función de la integral de orden inferior. Esto sugiere la 
idea d«j utilizar para el cálculo un proceso iterativo. Así, 
efinen como O _L -_L ^IteaIUIIILIL,j.i i,. •»'!'m«njAwmg-n• 
m m m 
i n i H A I - Í
 ? i n q 
J j J 
( . 1 . cos^) 2 m - l f = 1 , 1 - 7T- - — T - ^ s e n 
m m - 1 l 2mJ 2m 
i m 11 a 
m - l ^ 1 2nr 
J
 .y 
( 7 ) 
( 8 ) 
( 9 ) 
,-»*vJ J ^ 4 * * = - i 
,.<5 x o . «_. 
( 10 ) 
<v > 
las integrales elípticas pX.ejJ^ *f¡ e i c r i b i b 
" ™ 1 
X 
"p SNSfp 
,
 T T 2m 
+ J I s e n a m - 1 m m 
2m E = E + K 1 s e n a 
m m - 1 m m 
( 1 1 ) 
( 1 2 ) 
tomando como valores |".ni cCi:«J»éetíile I y E 
F (13) 
W 
a>xformuías a n i m a r e s , (/) ¡A—CU-X.^—püad-afi pniüfpdX 
\ NO / \ NO „ . ' ' — 
= n > ~< N'l > ' 'H. Composi tion l 
e las ¡integrales elfíplicas. / 
se diré^siame tar para el^&alcul 
yr-Gomo puede deducirse del desarrol lo , a medida que 
a se. apra?fím5l\a TT / 2 , aumenta el numero de términos que es ne 
cesarlo ^al cu l/ar para obtener la precisión necesaria 
La subrutina que se ha diseñado para el. cálculo tie_ 
I 
e e/T~o\xig¡^ |^ a^m>aN que se presenta en la Fig. 3, donde se ha 
mantenido el criterio de control de secuencia expuesto en el 
apartado anterior. ' !' 
Los bloques que componen e] programa son los si-
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guientes: 
— Init ial.izing: cambia la entrada de grados a ra-
dianes, calcula el cuadrante de círculo en que está <j> y las 
variables cuyos valores permanecen constantes a lo largo del 
cálculo. 
— Series: calcula los valores iniciales de las va-
riables y mediante un bucle realiza las iteraciones necesa-
rias para calcular las integrales con la precisión requerida. 
— Reducing: si CJ)>'ÍT/2 calcula los valores reducidos 
de <j) y de a . 
— Error: si <¡)>TT/2 y el valor reducido de a es a=iT/2 
satura los valores de las variables F y E (hace F=E=888.888) 
para indicar que no es válido. 
" Complete: si cf> > TT / 2 es necesario calcular las in-
tegrales elípticas completas además de las incompletas rela-
tivas al argumento reducido, lo cual, se efectúa calculando 
las primeras una vez calculadas las segundas. 
— Compos it ion: si c|)>Tf/2 compone el valor íinal de 
F y E a partir de los valores de F y E correspondientes a 
<J)='TT/2 y cj> = tf> reduc i d o . 
El listado del subprograma en lenguaje HP-Basic 
se pr'esenta en la Tabla 2. 
3
•
4
• CALCULO DE LAS INTEGRALES ELÍPTICAS MEDIANTE LA TRANS-
FORMACIÓN DE LANDEN 
Uno de los métodos que pueden emplearse para el 
cálculo de las integrales elípticas de primera y segunda es 
pecie es el basado en la transformación descendente de Lan-
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Tabla 2. CALCULO DE LAS INTEGRALES ELÍPTICAS DE PRIMERA Y SE-
GUNDA ESPECIE MEDIANTE DESARROLLO EN SERIES. 
iO 
20 
30 
40 
so : 
60 
70 
80 
90 
Í00 
íiO 
Í2() 
Í30 
1.40 
Í50 
Í60 
170 
Í80 
190 
200 
2í 0 
220 
23 0 
240 
250 
260 
270 
280 
290 
300 
3Í0 
320 
330 
340 
350 
360 
370 
380 
390 
400 
410 
420 
430 
440 
450 
460 
470 
48 0 
490 
• ^i ^j j , ^ , ^ N ^u ^^ ^ , ^ u ^ , ^ , ^^ -i, ^ , ^ , ^ ^ w , ^  .i. ^ , »•, j . 
^^ ^ V ^% *^ # p ^^ ^ ^ ^ ^ /^ ^ * ^ fb ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ V ^^ ^ ^ ^^ ^ ^ ^^ ^fc ^^ ELL- 4' ^ k ^ k ^ * ^ ^ ^ k ^ ^ ^ ^ ^ ^ ^ k ^ k ^ k ^ ^ ^ k ^ k ^ k ^f *fr *& ^ t ^ t 4f 
*^ ^* ^^ ^^  ^^  ^ s ^* *^  *rk *fr ^ n ^ p ^^ ^ p ^ n ^^ ^^  ^^  ^ p ^^ ^^ ^^ i 
! ELLIPTIC INTEGRALS BY SERIES 
SUB ElKPhi,Alpha,F,E> 
nitializing: ! 
RAÍ) 
Phi=Phi*PI/í80 
Alpha=Alpha*PI/180 
Q=INT<Phi/PI*2> 
Sa=SIN<Alpha> 
IF 0=0 THEN Series 
Reducing : ! 
R2=INT<(Phi+PI/2)/PI) 
PhJ.=ABS<Q2*PT-Phi> 
Alpha=ABS<PI*INT<(Alpha+P1/2)/PI)-Alpha) 
un 
IF Alpha=PI/2 THEN Error 
Ser íes: ! 
Si=SIN(Phi) 
Ci=COS(Phi) 
I=Phi 
J=i 
K=-i 
F=E=Phi 
FOR M=2 TO Í000 STEP 2 
I = I*(i-i/M)-CJL/M*SiA<M-i> 
J=J*(i-í/M) 
K=K*(í-3/M> 
I«=I*SaAM 
F=F+J*IM 
E=E-K*IM 
IF A B S d n X 
NEXT M 
IF Q=0 THEN 
IF N=í THEN 
Cowposition : ! 
F=2*Q2*F+(-í> 
E=2*Q2*E+<-í> 
GOTO End 
C o n p l e t e : ! 
F i = F 
Eí = E 
P h i = P I / 2 
N=2 
GOTO S e r i e s 
E r r o r ; ! 
F=E=888888 
End: ! 
SUBEND 
!INPUT IN DEGREES 
000Í THEN 340 
End 
Cofiple te 
'Q*Fi 
'Q*Eí 
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den. Como se verá más adelante este método es el más idóneo, 
por1 lo que se explica con más detalle aue los anteriores. Dq_ 
cha transformación permite escribir una integral elíptica en 
(.unción de otra de ángulo parametrico menor. La aplicación 
sucesiva de la misma permite obtener integrales cuyo ángulo 
parametrico será cada vez menor. Cuando éste sea lo suficien. 
teniente pequeño, las integrales podrán calcularse de acuerdo 
con una fórmula simplificada. Las expresiones que se obtienen 
para ambas integrales contienen términos que dependen de los 
ángulos paramétricos y de las amplitudes correspondientes. 
Estos términos pueden calcularse con la ayuda del proceso de 
la media aritmético-geométrica, como se describe más adelan-
te. La integral, de segunda especie, aparece como una función 
de la de primera, especie. 
La transformación de. Linden proporciona las siguien 
t es reiaci. ones : 
(1+sena )(1+cosa
 A ) = 2 n n -1 
tg(cj) -ctp ) = cosa tg(i> 
° n n-1 n-1 n-1 
( 1 4 ) 
(15) 
donde a , a , son ángulos paramétricos relacionados por la 
n n -1 
transformación y son las amplitudes correspondien-
n ri-
tes , de manera que se cumplen las relacione 
a < a 
n n -1 n Tn-1 
(16) 
La sucesiva aplicación del proceso a partir de los 
valores a =a y d> -é permite obtener un a„ lo suficientemente 
o o T ! N 
pequeño para que pueda aplicarse la fórmula 
F((j)N,Ü) = (17) 
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La aplicación reiterada de la transformación de 
Landen a las integrales elípticas proporciona las fórmulas 
que se escriben a continuación. 
En el caso de la integral de primera especie, 
F((j),a), se deduce que 
-1 1 
F(cf>,a) = (l + cosa) F(<j) ,a )=y(1+sena ) F(<f> ,a ) = 
= 2 n (1 + sena )F(<|> ,a ) 
s n n 
s = l 
II ( l + sena ) , 
s 
s = l 
(18) 
donde $ es 
lim 2 F(cj) ,a ) 
n n 
(19) 
que, con ayuda de (17), puede escribirse 
lim 2" 
n->oo 
(20) 
En el caso de la integral completa de primera es-
pecie se obtiene 
F(-~,a) = -9 TT II (1 + sena ) 
s = 1 
(21) 
de donde se deduce que 
F((j) ,a) = - F(~,a)$ 
T
 7T 2 
(22) 
El desarrollo que se obtiene en el caso de la in-
tegral de segunda especie es: 
E((j),a)=F((j),a) 
"l 
1 2 1 1 1- 77 sen a ( 1+ 77 sena + —^ sena sena + . . 
/ ¿ 1 n Z 1 ¿ 
. )
+ sena 
1/2 1 1/2 
„ ( s e n a , ) senij) + — ( s e n a . s e n a j sentj) + . . . 
I i l 9 ¿ 1 z z 
(2 3) 
y en el de la integral completa se obtiene: 
i 
- 7 7 -
E ( y , a ) = F ( y , a ) 1 2 1 1 
1-ysen a ( 1 + ^ s e n a +—sena sena + ) (24) 
Los términos que aparecen en las fórmulas anterio-
res pueden calcularse utilizando el proceso de la media a.ri_t_ 
mético-geométrica que se describe a continuación. 
De la transformación de Lauden (14) y (15) se dedu 
cen las expresiones: 
cosa 
2(cosa , ) 
n -1 
1/2 
1+cosa 
n-1 
1-cosa 
sena 
n-1 
n 1+cosa 
(25) 
(26) 
n-1 
que sugieren el empleo para su cálculo de las cantidades a , 
b y c d e f i n i das como 
n n 
siendo 
A - -~ (a +b . ) 
n 2 n-1 n-1 
b = (a • b . ) 
n n-1 n-1 
1/2 
o - 7r (a - b ) 
n 2 n-1 n-1 
cosa 
n a 
(27) 
(28) 
(29) 
(3Ú) 
s e na 
n a 
(31) 
Los valores inicíales de a , b y c serán: 
n ' n n 
a =1 , b = c osa , c =sena 
o 
(32) 
y los valores n-ésirnos deducidos de dichos valores iniciales, 
que son muy útiles para el cálculo de las integrales elípti-
cas, son : 
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1 
n n 
II (1 + senct.) 
i = l 
(33) 
cosa 
n n 
II ( 1 + s e n a . ) 
i = l 
(34) 
;ena 
II (1 + sena.) 
i = l 
— sena II (sena.) 
9 n . _ i 2 i = l 
1/2 ( 3 5 ) 
Ademas, como a ->Ü , a -b ->Ü y c ->Ü , el proceso ite-
n n n n 
rativo puede detenerse en el paso N-esimo cuando a =b
 T , es 
^
 K
 N N ' 
decir, c =0 con la precisión con que se necesiten obtener los 
resultados. 
Ahora las expresiones (21) y (24) pueden escribir-
se : 
1(y,a) 
2 a, 
(36) 
L ( Y , a ) F(^,a) 
N 
I 
n = o 
2 n c 2 (37) 
F(<í>,a) 
2Na 
N 
E(-|,a) N 
E ( ó , a ) = — F(é,a) + l c señé 
F(y,a) n = 1 
(38) 
(39) 
A la vista de las fórmulas anteriores, perece con-
veniente introducir para la simplificación del cálculo dos 
nuevas cantidades, d y g , función de las anteriores, defi-
n n 
ni das como 
d =d „+2nc 
n n-1 (4Ü) 
g = g +c señé (41) 
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con los valores inicia Jes siguientes: 
d = c 2 , g = Ü . (4 2) 
o o o 
Así, las expresiones de las integrales elípticas 
que se utilizan para, el cálculo pueden escribirse de. la si-
guiente forma: 
F(~,a) = ~ - (43) 
l ¿aN 
E(~,a) = F(^,a)(l--|-) (44) 
F(cf),a) = -~r— (45) 
E(((),a) = (1 - -j-)F(<l> ,a)+g , (46) 
donde a , d , g , se calculan conforme se ha apuntado y A 
se determina como indica la expresión (15), que ahora puede 
escri birse: 
^K-K-l)=^~ tg*n-l (47) 
n- 1 
Despejando d> en esta ecuación, se. obtiene: 
n 
* n - J 
b , <j> , (() . -TTIC—2—i) 
* = <j> + arctg(-i^tgcf> )+^j[-^)+^i(-Il^l—7—JL ) ( 4 8 ) 
Y n r n - l toVa „ torn-l; v TT J *• TT / 2 ; 
n - 1 
donde l(x) representa la parte entera de x. Los dos últimos 
términos del segundo miembro de (48) es necesario añadirlos 
para poder calcular el valor total del ángulo, ya que el va-
lor que el ordenador calcula es el valor principal de la fun. 
cion arcotangente , definida en el intervalo (-y,^) , y el. án-
gulo d> toma valores crecientes pudiendo salirse de dicho in 
° TI — 
tervalo. 
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Un programa de cálculo elaborado de acuerdo con 
las fórmulas anteriores, permitiría calcular los valores de 
las integrales elípticas, completas e incompletas de primera 
y segunda especie para cualquier valor de sus argumentos a,cf) 
comprendidos entre 0 y TT / 2 , a excepción de un entorno muy re; 
-11 , . 
ducido (de radio 10 ) de este ultimo valor, dentro del cual 
se presentan problemas de convergencia en el cálculo. Esta li_ 
mitación podría eliminarse transformando las integrales com-
prendidas dentro de ese entorno a otro cerca del origen, pero 
debido a que no es probable que se presente este problema en 
el curso de su utilización y dado el reducido intervalo de 
invalidez, se ha eliminado el problema sustituyendo a efec-
tos de cálculo los valores comprendidos en ese entorno por 
^ ^ • Ti - 1 1 
un valor único (a 6 cj> igual a -y- 10 ) . 
Como en los casos anteriores, para que los datos 
de entrada del mismo, a y $, puedan ser cualquier valor, hay 
que transformar esos valores en los correspondientes compren, 
didos entre 0 y ir / 2 . En el caso de la amplitud, <j) , esto se 
realiza teniendo en cuenta que 
F(<f>±iTQ2,a) = 2QF(^,a)±F(<f>,oi) (49) 
E(<J>±TTQ ,a) = 2Q E(^,a)±E(<j> ,a) . (50) 
Como cualquier <j> puede escribirse como 
<j> = <j>r ± TT Q 2 , (51) 
donde <p representa la amplitud reducida comprendida entre 0 
y TT/2 y el signo y Q pueden calcularse de acuerdo con las 
expresiones : 
Q = i ( ^ y (52) 
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Q, = i ( ^ ) > ( 5 3) 
donde el signo viene dado por (-1) . 
Ahora la amplitud reducida <t> puede escribirse 
é = Q TT - c 
r ' 
(54) 
donde |x| indica el valor absoluto de x. 
Los valores de las integrales elípticas, F(cj),a) y 
E(cf>,a), para cualquier valor de sus argumentos se calculan 
mediante las expresiones: 
F(cf>,a) = 2Q2F(^,a)±F((j> ,a) 
E(cj),a) = 2Q E(^,a) ±E(<J> ,a) , 
(b5) 
(56) 
donde el signo del segundo termino, Q y <j> se evalúan con 
ayuda de las expresiones anteriores. 
En el caso del ángulo paramétrico, a, como la ex-
presión que interviene en las integrales es sen a, hay que 
calcular el ángulo reducido, a , comprendido entre 0 y 9Ü° 
tal que 
2 2 ,
 r„s 
sen a = sen a , ( o/) 
r 
lo que puede obtenerse, de una forma análoga a como se ha he 
cho con cj) , mediante la expresión 
a +IT / 2 • 
a-nl(— ) (58) 
En la Fig. 4 se presenta el organigrama de la sub 
rutina diseñada de acuerdo con las fórmulas detalladas ante 
refórmente. Los bloques que componen el programa son los si-
gu ientes: 
( INPUT c¡),a ) 
• 8 2 -
Initializing 
Q=0 
YES 
Clean 
NO Reducing 
YES Error 
NO 
— 1 End 
Landen 
Q=0 
YES 
End L» 
S s > N 0 » CotTipOS i L IUI I 
Q OUTPUT ) 
Fig. 4. Organigrama de cálculo de las integrales elípticas de primera y 
segunda especie mediante la transformación de Landen. 
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—
 Inltlalizing: cambia la entrada de grados a ra-
dianes, calcula el cuadrante de círculo en que está <f> y el 
valor reducido de a, a . 
r 
— Clean: elimina el problema que se presenta en el 
entorno de 90°. 
~ Linden: calcula las integrales elípticas, de pri_ 
mera y segunda especie, completas e incompletas. 
~ Reducing: si <p>ií / 2 calcula el valor reducido de 
( j ) . 
— Error: si cf> >TT / 2 y el valor reducido de a es a-~u / 2 
satura los contadores de F y F (hace F=E=8 88.888) para indi-
car que no es válido. 
— Compos.it ion: si $>-n/2 compone el valor final de 
F y F a partir de los valores de F y E correspondientes a 
(p-'ñ/2 y (f)=cj) reducido. 
El listado del subprograma en lenguaje HP-Basic se 
presenta en la Tabla 3. 
Para una mejor comprensión del programa, en la Ta-
bla 4 se especifican y explican las variables utilizadas en 
el mismo. De entre ellas cabe destacar las que forman parte 
de la lista de parámetros formales, a través de las cuales 
se realiza la comunicación con el programa principal, es de-
cir, entran los datos utilizados por el programa (cf> y a) y 
se ponen los resultados ( F(<j> ,a ) ,E (<j> ,a) ) a disposición del pr<o 
grama principal. 
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Tabla 3. CALCULO DE LAS INTEGRALES ELÍPTICAS DE PRIMERA Y SE-
GUNDA ESPECIE MEDIANTE LA TRANSFORMACIÓN DE LANDEN. 
ÍÜ ! **##*#**#****#**#*#*** ELL-LD **>«********************* 
20 ! 
30 ! ELLIPTIC INTEGRALS BY LANDEN TRANSFORMATION 
40 SUB ElKPhi, Alpha, F,F> i.INPUT IN DEGREES 
50 Ini. tia'lizinq: ! 
60 RAD 
70 Alpha=Alpha*PI/i80 
80 Phi=Phi*PI/i80 
90 Q=INT<Phi/PI*2> 
Í00 Alpha=ABS(PI*INT<CAlpha+P1/2)/PI>-Alpha ) 
iíO IF Q=0 THEN Clean 
Í20 Reducing:! 
Í30 Q2=INT<<Phi+PI/2)/PI) 
140 Phi=AES(Q2*PI-Phi) 
150 IF Alpha=PI/2 THEN Error 
160 Clean: ! 
170 IF PI/2-Phi>iE-íi THEN 190 
180 Phi--PI/2-iE-ii 
190 IF PI/2-Alpha>íE-ii THEN 210 
20 0 Alpha==PI/2-íE-íí 
210 Landen : ! 
22 0 A=i 
2.3 0 B = C O S ( A l p h a ) 
240 C=SIN(Alpha) 
250 D=CA2 
260 G = 0 
270 FOR 1=1 TO 30 
280 AÜ^A 
29 0 BÜ--B 
300 A=<A0+B0)/2 
310 B=SQR(A0*BU) 
320 C=<A0-B0>/2 
330 D=D+C*C*2AI 
340 P2=PI*INT(Phi/PI) 
350 P2=P2+PI*INT<<Phi-P2)/PI*2> 
360 Phi=Phi+P2+ATN(B0/A0*TAN(Phi) > 
370 G=G+C*SIN(Phi> 
380 IF C<iE-4 THEN 400 
39 0 NEXT I 
400 F90=PI/A/2 
410 E90=F9Ü*(l-D/2) 
420 F---Phi/A/2AI 
43 0 E=(Í-D/2)*F+G 
440 IF Q=0 THEN End 
450 CoMposit.ion: ! 
460 F=2*Q2*F90+(-í)AQ*F 
470 E=2*Q2*E90+(-i>AQ*E 
480 GGTO End 
490 Error : •! 
500 F=E=88888B 
510 End: ! 
520 SUBEND 
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Tabla 4. LISTA DE VARIABLES EN EL SUBPROGRAMA ELL-LD 
V a r i a b l e 
A l p h a 
P h i 
P I 
Q 
Q 2 
A 
B 
C 
D 
G 
AO 
BO 
P2 
I 
F9 0 
E9Ü 
F 
S i g n i 
F u e r a b u c l e 
a , a , a 
r o 
^ r ' V ^ N 
7T 
a «a^T 
o N 
b 
o 
c 
o 
d
 >C lx i 
o N 
8 o ' gN 
N 
F ( v r / 2 , a ) 
E (ir / 2 , a ) 
F ( < t > , a ) 
E (cf> , a ) 
P i c a d o 
D e n t r o b u c l e 
Vl^n 
TT 
a 
n 
b 
n 
c 
n 
d , d 
n n - 1 
g n ' g n - l 
3 n - l 
b
 -¡ 
n - 1 
( 1 ) 
n 
S i t u a c i ó n 
( 2 ) 
1 
1 
1 
1 
4 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 
2 
2 3 4 
2 3 4 
6 
6 
6 
6 
5 6 
5 6 
F u n c i ó n 
( 3 ) 
1 
1 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
2 
3 
3 
3 
3 
(1) P2 es una variable auxiliar empleada para el cál^ 
culo de cj) . 
(2) 1, Initializing; 2, Clean; 3, Landen; 4, Reducing; 
5, Error; 6, Composition. 
(3) 1, Dato de entrada; 2, Variable interna; 3, resul 
t a d o . 
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3.5. COMPARACIÓN DE LOS DIVERSOS SUBPROGRAMAS DE CALCULO DE 
LAS INTEGRALES ELÍPTICAS. 
Para la comparación de loes programas anteriores se 
h a n e m p1e ad o los s i g ui ente s cr i t e r i os: 1-) r a p i d e z d e c á.1c u-
lo en Punción de la precisión de 1.os resultados obtenidos, y 
2°) como un factor de menor importancia, la memoria ocupada. 
Dichos programas han sido elaborados porque? los 
existentes en el SSP (Se i en tifie Subroutine Paekage) no se 
adaptaban de una manera satisfactoria a las necesidades del 
pro c e so d e s i m u1a o ion. 
Además de haber sido ensayados con el mismo ordena 
dor (HP-4SR) se ha cuidado de que las condiciones de funcio-
namiento hayan sido idénticas: mismos datos y precisiones, 
suprimiéndose al máximo las posibles redundancias. 
Las subrutinas elaboradas corresponden a tres meto 
d o s m. u y d i f e r e n t e s e n t r e s i : 
1) Método de Simpson. 
2) Desarrollo en ser ie. 
3) Transformación de Landen con el proceso de la 
m e d i a a r i t m é t i e o - g e ora é t r i c a . 
Uno de los inconvenientes del primer método es el 
de tener que evaluar el valor de la función integrando en el 
interior del bucle de cálculo. Esto no sería grave si el nú-
mero de pasos (de rectángulos) no se volviese demasiado gran 
de cuando a está próximo a u/2. 
El segundo método presenta una ventaja a tener en 
cuenta: los valores de senij) y cosí)) evalúan una sola vez en 
la parte inicial del segmento de cálculo y no dentro del bu-
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cle. Esto sería un argumento en favor de la elección de este 
método si no estuviese afectada su convergencia cuando a se 
aproxima a TT / 2 , lo que presenta un problema a la hora de cal 
cular Las integrales completas. 
ba transformación de banden y la rápida convergen-
cia del proceso de la media aritmético-geométrica hacen del 
tercer método el más expeditivo entre los que se acaban de 
estudiar. Aunque el bucle contenga la evaluación de tres fun 
ciones circulares, el número de iteraciones a realizar para 
alcanzar una precisión dada es muy pequeño (dos o tres i terca 
clones) y varía poco con a. 
Por otra parte no existen diferencias notables en-
tre ellas en cuanto a la cantidad de memoria ocupada. 
ba velocidad de cálculo depende de la precisión con 
la que se deseen obtener los resultados, ya que al aumentar 
ésta también lo hace el número de iteraciones necesarias. 
El método empleado para evaluar la velocidad de cálculo ha 
sido medir el tiempo medio empleado por las subrutinas para 
elaborar una tabla de integrales elípticas de primera y según 
da especie correspondiente a los argumentos 0 o, 10°, 20°, 
3Ü°, 40°, 5Ü°, 60°, 7Ü°, 80° y 90°, excepto el caso singular 
tj)=a = 9ü°. ba Tabla 5 es un resumen de los resultados. 
Tabla 5.- TIEMPO MEDIO DE CALCULO DE LAS INTE-
GRALES ELÍPTICAS 
t ( s e g) 
F ( 4> , a ) 
E( <j> ,a ) 
Regla de 
Simpson 
.43 
. 30 
Desarrollo 
en series 
. 3 2 
. 3 0 
Trans formaci ón 
de Landen 
. 2 6 
. 26 
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